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Prefacio

La fiabilidad estructural es una de las disciplinas que mas ha evolucionado en los iltimos
anos. Desde la creacién de la ingenieria civil como disciplina que se encarga del diseno y
ejecucién que obras civiles se ha tratado de que éstas fueran lo mas seguras posible. La
forma de medir cudl es el grado de seguridad de una estructura ha evolucionado mucho en
el transcurso del tiempo, existiendo disputas entre los ingenieros clasicos y los defensores de
la probabilidad, que hoy estdn casi zanjadas. No obstante, la direccién a seguir es todavia
impredecible.

La comunidad cientifica internacional ya no pone en duda que todas las acciones y
variables controladas por los proyectistas para el disefio estructural se pueden considerar
aleatorias, ya que no hay certidumbre total en el conocimiento de su magnitud es exacta.
Esto incluye dimensiones de la obra a realizar, resistencias, acciones, errores de proyecto y
ejecucién, mantenimiento, etc. Todos los esfuerzos de los ultimos anos, tanto tecnoldgicos
como cientificos, han ido encaminados a reducir esa incertidumbre con: (a) el avance de
las técnicas constructivas, (b) la mejora de los modelos de comportamiento estructural,
fisico y de procesos, (c¢) la mejora de la calidad de los materiales, (d) la obligatoriedad
del control de calidad de la ejecucién, etc. No obstante, al proyectista le resulta dificil e
incomodo trabajar con variables aleatorias. Por todo ello se trata de facilitar el tratamiento
probabilista, utilizando cédigos basados en la experiencia acumulada durante muchos anos
de profesién que son elaborados por comités cientificos. Asi, el proyectista puede realizar su
labor tomando unos valores representativos de las acciones, resistencias, etc. sin preocuparse
de si, desde un punto de vista estadistico, las hipdtesis son razonables, ya que se supone
que este problema se ha resuelto previamente en la elaboracién de los codigos.

Es asi como surge una nueva forma de trabajo en la que se tratan de aplicar todos
los conocimientos estructurales pero considerando a las variables no como deterministas
sino como aleatorias, con el consiguiente tratamiento estadistico del problema. Mucho se ha
avanzado en este campo, hasta el punto de que ya se estd en condiciones de aplicar estas
metodologias a disenos concretos reales. Con todo ello, se pone en tela de juicio la validez
de los cédigos existentes basados en coeficientes de seguridad. La pregunta que se plantea
ahora es la siguiente, jqué hacer en el futuro?, por desgracia, la respuesta no es facil, y
plantea un gran debate atn sin resolver.

Para tratar de solventar este problema se han tomado medidas al respecto, que van
desde la reelaboracion de codigos basados en técnicas probabilistas modernas, es decir cali-
bracién probabilista, hasta la elaboraciéon de cédigos, totalmente probabilistas, que definen
las distribuciones estadisticas de las variables que se tienen que considerar en el proyecto y
fijan las probabilidades de fallo ‘nominales’ que no deben sobrepasarse. Atn asi, son pos-
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turas radicales, que hacen que un ingeniero tenga dificultades en entender las metodologias
empleadas por ambos paradigmas.

Otro aspecto importante y que diferencia al ingeniero ‘bueno’ del ‘malo’ es que ademés
de ser lo suficientemente seguras, las obras han de ser lo méas baratas posibles. Tan ‘mal’
ingeniero es el que disena barato de forma insegura, como el que disena caro de forma
excesivamente segura y aun peor, el que disena obras caras e inseguras. Por todo ello, puede
garanizarse que la optimizacién estructural serd en un futuro préximo una herramienta muy
importante para el diseno de obras civiles.

El trabajo realizado en esta tesis no tiene como objetivo contestar a la pregunta de
qué ha de hacerse en el futuro, sino dar una solucién al problema mostrando cémo, me-
diante las técnicas de optimizacion por descomposicién, se puede abordar el diseno de obras
civiles desde el punto de vista ‘moderno’ o estadistico, desde el punto de vista ‘clasico’ o
determinista, o desde los dos puntos de vista, pudiendo comparar de forma simultanea los
dos métodos y beneficiAndose de ambos, ésta es sin duda la contribucién maés original del
trabajo.

La tesis esta estructurada en dos partes principales: la primera de ellas, ‘estado del
conocimiento’, presenta los métodos actuales para medir la fiabilidad, haciendo especial
hincapié en las técnicas probabilistas, practicamente desconocidas por la mayoria de los
ingenieros. Asi, en el capitulo [Il se muestran las diferentes medidas de la fiabilidad estruc-
tural, desde los coeficientes de seguridad globales y parciales, hasta el periodo de retorno
y el margen de seguridad. También se plantea el problema bésico de la fiabilidad y se in-
troducen las medidas probabilistas, de especial relevancia en capitulos posteriores. En el
capitulo 2 se tratan los métodos estadisticos para determinar la fiabilidad o probabilidad de
fallo, que incluyen tanto los métodos de simulacién e integracion, como los mas empleados
en la actualidad FOSM, FORM y SORM, que emplean aproximaciones de primer y segundo
orden de las ecuaciones de estado limite. En la tltima parte se introducen los problemas de
optimizacion basados en fiabilidad. En el capitulo 3/ se desarrolla el concepto de dualidad en
problemas de optimizacién, muy importante para poder aplicar las técnicas de descomposi-
cién y sensibilidad, que se presentan en capitulos posteriores. En el capitulo 4/ se plantea la
estructura que ha de tener un problema para aplicar de forma eficiente la optimizacién por
descomposicién y las diferentes metodologias empleadas para su resolucion.

La segunda parte la componen las ‘contribuciones originales’, comenzando con el
capitulo b en el que se presentan dos metodologias nuevas para el calculo de la probabilidad
de fallo, que formarian parte de los métodos de NIVEL III o ‘exactos’, que tratan de
determinar la probabilidad exacta de fallo. En el capitulo 6l se tratan de forma tedrica
nuevas técnicas de descomposicién, planteadas desde un punto de vista genérico aplicable a
diferentes problemas del &mbito de la ingenieria y se presenta el método general de andlisis de
sensibilidad, que es otra de las grandes contribuciones originales de esta tesis. En el capitulo
7| se aplicarédn las técnicas de optimizacién ya existentes y las propuestas en el capitulo 6
a problemas relativos a fiabilidad, en los que se detalla la gran aplicabilidad practica de
los métodos propuestos, asi como el andlisis de sensibilidad en este tipo de problemas,
de especial interés tanto para disenadores y proyectistas como para constructores. En el
capitulo &8, se desarrollan de forma exhaustiva distintas aplicaciones en diferentes ambitos
de la ingenieria civil, disenio de muros de contencién, de puentes mixtos, problemas de
estabilidad de taludes, diseno de puentes gria y célculo de diques de escollera en las que
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se enfatiza y recalca de nuevo la importancia practica de las técnicas de optimizacién por
descomposicion y sensibilidad, y que permiten su extension a cualquier problema dentro del
ambito ingenieril. Por dltimo, en el capitulo 9 se dan una serie de conclusiones y vias futuras
de investigacién. Para el lector interesado se presentan en el apéndice [Allos cédigos GAMS
en los que se implementan los métodos propuestos. Ellos le ayudaran a plantear problemas
de optimizacién probabilista, dejando al software la pesada labor de resolver el complicado
problema numérico.
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Parte 1

Estado del Conocimiento






Capitulo 1

Medidas de Fiabilidad Estructural

1.1. Introducciéon

Toda estructura ingenieril debe cumplir una serie de requisitos que la hagan idénea para
cumplir el objetivo deseado. La forma en la que responderd a los estimulos externos (cargas)
dependerd del tipo y magnitud de las cargas, del diseno, de las propiedades de los materiales
(resistencia, rigidez, ...), etc. La estructura deberd satisfacer ciertos requerimientos, que
pueden hacer referencia a la seguridad frente al colapso, a las limitaciones en el dafio de
ciertos elementos, a excesivas deformaciones que puedan dar sensacién de inseguridad, etc.
Cada uno de estos condicionantes se denomina estado limite, y la superacién o violacién
de un determinado estado limite supone el alcance de una situacién indeseable para la
estructura (véase Melchers [121]).

Definicién 1.1 (Estado limite). Se entiende por estado limite de una estructura a la
situacion para la que, en caso de ser superada, puede considerarse que la estructura no
cumple con alguna de las funciones para las que fue disenada.

|
Los estados limites pueden clasificarse en:

1. Parada operativa. Se deben a una interrupcién del uso normal, producida princi-
palmente por agentes temporales (atmosféricos) que impiden una utilizacién segura
de la estructura, sin perjuicio de que una vez hayan cesado los efectos del agente se
pueda utilizar de nuevo tal y como fue disenada. Este estado se utiliza principalmente
en ingenieria portuaria, y por ejemplo se da cuando no se puede utilizar un muelle
por haber un temporal muy fuerte.

2. Servicio. Se deben a una interrupcién del uso normal, producida por deformaciones
excesivas, vibraciones, danos superficiales, etc.

3. Dano. Son problemas que requieren reparaciones importantes para evitar el colap-
so de la estructura, puede deberse a fisuracion excesiva o prematura, deformaciones
plasticas, etc.



4 CAPITULO 1. MEDIDAS DE FIABILIDAD ESTRUCTURAL

4. oltimo. Hace referencia al colapso de toda o parte de la estructura, ruptura, meca-
nismos pldsticos, inestabilidad, fatiga, deterioro importante, etc.

Desde el punto de vista préactico, esta claro que el porcentaje de estructuras que colapsan,
o requieren reparaciones importantes es muy pequeno. De tal forma que se puede afirmar con
seguridad que la superacion de los estados limites maés serios tiene una tasa muy pequena de
ocurrencia (véase Vrouwenvelder [167]). Ahora si, cuando sucede las consecuencias pueden
ser devastadoras.

En sintesis, durante la vida f1til, los requisitos minimos a los que al menos, debe dar
respuesta una estructura son: resistencia mecanica y estabilidad, seguridad en caso de acci-
dente y seguridad de uso. El estudio de la fiabilidad estructural trata de calcular y predecir
la probabilidad de que se produzca la superacién de alguno de los estados limites para los
que fue disenada la estructura.

Definicién 1.2 (Vida 1til). Se entiende por vida 4til de una estructura el periodo de
tiempo, a partir de su puesta en servicio, durante el que debe mantener unas condiciones
de seguridad, funcionalidad y aspecto aceptables. Durante este tiempo requerird una conser-
vacion normal adecuada sin operaciones de rehabilitacion.

La seguridad de una estructura frente al riesgo de violacion de un determinado estado
limite puede expresarse en términos de su probabilidad de ocurrencia. Esta medida puede
obtenerse o bien mediante registros de largo periodo de ocurrencia de eventos en estructuras
similares, o con una estimacién subjetiva de su valor numérico. Desde el punto de vista
practico, rara vez se dispone de registros de datos fiables, y por lo tanto se recurre a una
combinacién de datos y estimacién subjetiva para predecir el valor de la probabilidad de
superacion de estado limite.

Existen diferentes maneras de medir la fiabilidad estructural, desde los métodos clasicos
basados en coeficientes de seguridad, que son medidas deterministas que tienen en cuenta
la aleatoriedad de las variables de forma implicita, hasta los mas modernos, basados en
probabilidad, que tienen en cuenta de forma explicita la incertidumbre de las variables
aleatorias mediante su funcién de densidad.

1.2. Medidas Deterministas

1.2.1. Coeficiente de seguridad global

El método tradicional para definir la seguridad estructural es mediante el coeficiente de
seguridad. Sea (X7, X2,...,X,) el conjunto de variables de diseno o factores de proyecto
(resistencias, sobrecargas, dimensiones, ...), que pertenecen a un espacio n-dimensional. Este
puede ser dividido en dos regiones respecto a un determinado estado limite (véase la figura
1.1): la region segura en la que se satisfacen los condicionantes de proyecto, y la regién de
fallo, en la que deja de cumplirse la funcién para la que se disend.

Regién segura: S = {(z1,22,...,2n) Hg(z1,22,. .., 24) > 1}, (1.1)
Region de fallo:  F = {(x1,x2,...,20) Ho(x1, 22, ..., 25) < 1}, ’
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X, (Esfuerzo S)
C
g(xl’ X2)=1
//
REGION DE FALLO
g2(X1, X<l
REGION SEGURA
g(xy, x9)>1
X
C (Resistencia R)

Figura 1.1: Ilustracion de las regiones segura, de fallo y la ecuacién de estado limite para
el caso bidimensional.

donde g(z1,z2,...,zy) es el cociente adimensional entre dos magnitudes opuestas,
hR(xl, Ty v ,xn)
g(x1, 2, ... Tpn) = (1.2)
’ ’ " hs(l'l,l‘g,...,xn)
donde hr(x1,x2,...,2,) y hs(x1,z2,...,2,) son las magnitudes que favorecen la seguridad

(normalmente términos asociados a las resistencias) frente al estado limite considerado, y
la superacién del mismo (usualmente cargas o momentos que actian), respectivamente.

Dado que la ecuacién (1.1) es una condicién limite, el método del coeficiente de seguridad
global considera las variables (X1, Xs,...,X,) como deterministas e iguales a sus valores
representativos principales (valores nominales) y anade un margen de seguridad de la forma
siguiente:

- hR($1,$2, N ,:L’n)

= —F>0 1.3
hs(l‘l,xg,...,.rn) ( )

g*(xlal?v s ’xn)

donde F es el coeficiente de seguridad (F' > 1).

En la figura [1.2 puede observarse cémo la utilizacion para el diseno del coeficiente de
seguridad F' implica un aumento de la region segura (la ecuacién de estado limite o rotura
g(z1,22) = 1 se desplaza a la izquierda con respecto a la de la figura 1.1), y por lo tanto
disminuye la incertidumbre de superacion del estado limite.

Este método pretende eliminar la incertidumbre asociada a la aleatoriedad de las varia-
bles dando un margen entre las magnitudes que pueden impedir el fallo (estabilizadoras) y
las que lo pueden provocar (desestabilizadoras). La eleccién del valor del factor de seguridad
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X, (Esfuerzo S)

g(xy, x)=1
\ .
A
REGION SEGURA EXTRA
REGION DE FALLO Mas
peligroso
REGION SEGURA
g(xy, X)=F
/ X
C T Mas peligroso (Resistencia R)

Figura 1.2: Tlustracion del aumento de la regién segura mediante la utilizacién del coeficiente
de seguridad global.

puede deberse a observaciones experimentales, basindose en la experiencia previa, condi-
cionantes politicos, econémicos, etc. Usualmente es decidido por un comité de expertos.

Combinando las expresiones (1.1) y (1.3) se puede escribir la condicién de superacién
de estado limite como

hR(xlvaa ) $n)
F

< hg(z1,m2,...,20). (1.4)

La expresion (1.4) es una ecuacién de estado limite cuando se reemplaza el signo de
la desigualdad por igualdad y definird cuando se alcanza de forma estricta una situacion
indeseable en la estructura. Por tanto un diseno sera aceptable desde el punto de vista de
la seguridad siempre que no se cumpla la condicién (1.4).

Como ejemplo ilustrativo, se particulariza al caso de andlisis de tensiones elastico en el
que las funciones hr(x1, x2,...,2,) y hs(z1,22,...,x,) se corresponden con las resistencias
v los esfuerzos, respectivamente, se obtendra la siguiente expresién de seguridad

oi(€) < opis (1.5)

que implica que no se producird rotura siempre y cuando la componente i-ésima de la
tension o;(e) en un punto genérico e sea menor que la tensiéon permisible o,; usualmente
definida en los cédigos y normas de diseno estructural. Esta se obtendra de la resistencia
de materiales en términos de oy; (tensién tdltima resistida) y se reduciré por el coeficiente
de seguridad F:
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o
Opi = % (1.6)

La condicién de estado limite (1.4) en este caso es
U“Iij@ < oi(€) or "“ﬁe) Joi(e) < 1. (1.7)

1.2.2. Coeficiente de carga

El ‘coeficiente de carga’ A es un tipo especial de factor de seguridad desarrollado ini-
cialmente para estudios de plasticidad. Se define como el factor teérico por el que hay que
multiplicar las cargas que actiian en una estructura para producir su colapso. Las cargas son
aquellas a las que va estar sometida la estructura en condiciones de servicio y las resistencias
se obtienen de la teoria de la plasticidad en estructuras.

Asi, para un determinado modo de fallo 7, se supone que la estructura colapsa si las
resistencias pldsticas (Rp;) son menores que las cargas ponderadas (AQ;) de la forma

Wr(Rp) < Wo(AQ) (1.8)

donde Rp es el vector de todas las resistencias plasticas (e.j. momentos plasticos) y Q es el
vector de cargas aplicadas. Los términos Wr(-) y Wg(-) son los trabajos internos y externos,
respectivamente, ambos descritos para el modo de fallo considerado.

Si el trabajo externo es proporcional a la carga, como ocurre usualmente, se puede
sacar factor comun y descomponer las cargas en varias componentes, asociadas a distintos
fenémenos, tales como peso propio, viento, nieve, etc. Asi (1.8) puede escribirse en forma
de ecuacién de estado limite de la siguiente manera:

Wgr(Rp)
AWo(Qp+Qr +...)
donde ocurre fallo si el témino de la izquierda es menor que 1.

Este método se incluye, pese a estar actualmente en desuso, por motivos historicos, ya
que su evolucion posterior dié lugar a los métodos actuales de coeficientes de seguridad.

=1 (1.9)

1.2.3. Coeficiente de seguridad parcial

El desarrollo de las dos metodologias anteriores derivé en la utilizacién del coeficiente
de seguridad parcial, de tal forma que la ecuacién de estado limite (1.4) queda como:

¢iR; < vpiSpi + VLiSLi + - (1.10)

donde R es la resistencia, ¢ es el coeficiente parcial asociado a R, y Sp y S, son los efec-
tos producidos por distintas sobrecargas (peso propio, nieve, viento, ...). Originalmente,
esta metodologia se desarrollo para los cédigos de hormigén armado en la década de los
60. Y permitia ponderar de distinta forma los efectos de las distintas sobrecargas, corre-
gir desviaciones desfavorables de los valores representativos, corregir imprecisiones en los
modelos, etc. Su consolidacién se debié a la flexibilidad con la que permitia representar las
incertidumbres asociadas a las cargas y resistencias.
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X, (Esfuerzo S)

g(xla X2):1
A
Mas
REGION DE FALLO peligroso
(0%, Yx2)
Punto de dise—o E E
| : REGION SEGURA
--------- o
(Xla XZ)
X
- ] ] (Resistencia R)
Mas peligroso

Figura 1.3: Diseno mediante la utilizacién de los coeficientes parciales de seguridad.

Obsérvese que en esta subseccion se ha prescindido de las expresiones generales de las
funciones hr(x1,x2,...,2,) y hs(x1, x2,...,z,) de la ecuacion (1.2). Esto se debe a motivos
histéricos, ya que dado que inicialmente esta teoria se desarrollé para estudios estructurales,
las funciones estaban perfectamente identificadas y el problema se reducia al estudio de
resistencias (R) y esfuerzos (5). Esto no quiere decir que el método no sea aplicable a otros
campos, o situaciones en los que no sea posible reducir el problema a esas dos magnitudes.

Considérense dos variables aleatorias Xp, Xs que se corresponden con una resistencia
(R) y un esfuerzo (S) en un punto genérico de un sélido. La superacién del estado limite,
es decir, que la resistencia sea menor que el esfuerzo que actua, tiene lugar tanto méas en
cuanto los valores de las resistencias y esfuerzos disminuyan y aumenten, respectivamente.
Pues bien, un disefio basado en coeficientes parciales de seguridad fijaria los valores de las
variables (z1,z2) de tal forma que el punto (¢x1,yr2) esté en la regién segura (véase la
figura [1.3)). Los valores de los coeficientes de seguridad han de cumplir la condicién

o<1, v>1,
es decir, se trata de coeficientes de minoracién (resistencias) y mayoracioén (cargas), respec-
tivamente.
1.2.4. Deficiencias de las medidas deterministas de la seguridad estruc-
tural

En las secciones anteriores se ha visto cémo se utilizan los coeficientes parciales de
seguridad como una medida de la fiabilidad estructural. Estos dependian del modo de
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fallo considerado y de la definicién de los esfuerzos S, resistencias R, o de las funciones
hs(z1,22,...,2n) y hr(z1,z2,...,x,) dependiendo del método utilizado. Pero la definicién
de estos elementos puede no ser unica y los valores representativos de las variables alea-
torias (valores nominales) pueden variar (cuantiles diferentes), con lo cual los valores de
los coeficientes tampoco tienen por qué ser unicos. Este fenémeno se conoce con el nombre
de falta de invarianza de las medidas de seguridad, y surge por las distintas formas en las
que se pueden definir las relaciones entre cargas y resistencias. Lo ideal, desde el punto de
vista de la fiabilidad estructural, es que la determinacién del nivel de seguridad fuera un
invariante.

Ejemplo ilustrativo 1.1 (Invarianza de las medidas de fiabilidad). Considérese la
estructura mostrada en la figura 1.4, que esta situada sobre dos apoyos. La resistencia a
compresién del apoyo B es de R = 24. La seguridad de la estructura puede determinarse
de muchas formas distintas, entre ellas las tres siguientes (véase Ditlevsen [63] y Melchers
[121]):

1. Resistencia al vuelco respecto a A

momento resistente respectoa A d x R 10 x 24

[ _ - =20 (L11
'™ “momento volcador respectoa A M+ Wd/2 100+4 x5 0 (L1
2. Capacidad del apoyo B
__ resistencia a compresién del apoyo B R Y 20 (1.12)
27 7 carga aplicada sobre el apoyo B M/d+W/2 10+2 7 )
3. Capacidad neta del apoyo B
_ resistencia neta a compresiéon del apoyo B _ R—W/2 _ 24 — 2 _ 29 (1.13)

carga neta aplicada sobre el apoyo B M/d 10

Notese que con las dos primeras definiciones del coeficiente de seguridad global aplicado
a la estructura el resultado es el mismo, pero en el Ultimo caso el coeficiente de seguridad es
diferente. Atn asi, las tres definiciones tratan de medir la fiabilidad frente a la superacién
del estado limite de rotura del soporte y dado que la estructura y la hipotesis de carga son
Unicas, la medida de la fiabilidad tendria que ser igual y no es asi.

La solucién de este problema mediante coeficientes de seguridad pasa por utilizar coefi-
cientes de seguridad parciales que hagan que se produzca el fallo en la estructura, es decir,
que el coeficiente de seguridad global sea igual a 1. Légicamente, dado que la estructura y el
estado limite considerado son los mismos, en rotura estricta F' = 1, los tres coeficientes han
de ser iguales. Asi, por ejemplo, si aplicamos un coeficiente parcial a la resistencia ¢ = 0,5
se obtienen los siguientes valores de los coeficientes:

doR 10 x 0,5 x 24
F = - - 1.14
! M+ Wd/2 ~ 100+4x10/2 (1.14)
oR 0,5 x 24
r = - — 1.15
2 M/d+W/2 ~ 100/10+4/2 (1.15)
B o OR-W/2 _05x24-4p2 (1.16)

M/d 100/10
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M=100

A A

A d=10

Figura 1.4: Estructura del ejemplo [1.1.

El mismo resultado podria haberse obtenido utilizando un coeficiente parcial v = 2
aplicado a las cargas:

dR 10 x 24

o= ST+ Wdj2) ~ 200044 % /2)  © (1.17)
R o= f _ 24 ~1 (1.18)
2 ~v(M/d+W/2) — 2(100/10 + 4/2) '
 R—AW/2  24-24/2
B = YM/d — 2100/10 L (1.19)

De hecho, cualquier combinacién de valores ¢, v que hagan que F; = 1, igualaran a 1
los demas coeficientes.

doR oR PR —AW/2

N Sarewam T agaewEr BT S .

Una forma alternativa de medir la seguridad es mediante el ‘margen de seguridad’, que
mide el exceso de resistencia comparado con el esfuerzo o sobrecarga resultante. Se obtiene
reordenando los términos de la ecuacién (1.3), ast:

2(1‘171‘2, e ,l‘n) = hR({L‘l,xz, e ,J}n) — hs(l‘l,xg, e ,xn) (1.21)

Para el ejemplo actual, es posible comprobar que en el punto de fallo, es decir, cuando
los valores de las variables aleatorias R, M, W y d hacen que z; = 0, los valores de 22 v 23
son también iguales a 0, y viceversa. Asi, por ejemplo, si R =24 x0,8 =16, M = 1,6 x100 =
160, W =1,6 x4 =6,4 y d = 10 tenemos que:

2 = dR— (M +Wd/2) =10 x 19,2 — (160 4 6,4 x 10/2) = 0,
2 = R—(M/d+W)/2)=192— (160/10 + 6,4/2) = 0, (1.22)
23 = R—W/2—M/d=19,2—6,4/2—160/10 = 0.



1.3. MEDIDA PARCIALMENTE PROBABILISTA: EL PERIODO DE RETORNO 11

1.2.5. Medidas invariantes de la seguridad

En el ejemplo ilustrativo (1.1) se ha comprobado que utilizando unos coeficientes par-
ciales adecuados para las resistencias y cargas se podria obtener una medida invariante de
la seguridad. Este es el motivo por el cual el método que mas se emplea en la actualidad es
el de los coeficientes parciales, ya que con una buena seleccién de los coeficientes se consige
una medida coherente independientemente de la forma en la que se planteen las ecuaciones
de verificacién.

La clave para poder utilizar este método adecuadamente es que los coeficientes ¢ < 1
deben aplicarse a las resistencias, mientras que los factores v > 1 han de aplicarse sélamente
a las cargas (véase Ditlevsen [63]). Y ademads en el punto de fallo del estado limite, el ratio
entre cada par ¢;[%; y 7;@; ha de ser igual a 1. Esto equivale a reducir todas las variables
a una base comun antes de compararlas.

Otra medida invariante que se emplea en fiabilidad es el margen de seguridad (1.21)).

1.3. Medida Parcialmente Probabilista: El Periodo de Re-
torno

En el desarrollo histérico del diseno en ingenieria, las acciones debidas a fenémenos
naturales, tales como vientos, sismos, terremotos, avenidas, etc. se consideraron desde un
principio como aleatorias, tanto espacial como temporalmente. Para eliminar la incertidum-
bre temporal se recurrié al periodo de retorno (7"). Obviamente el periodo de retorno es
una variable aleatoria.

Definicién 1.3 (Periodo de retorno). Se entiende por periodo de retorno de un proceso
al tiempo medio que transcurre entre dos eventos sucesivos estadisticamente independientes.
|

Si la ocurrencia de sucesos es aleatoria, y se considera a la variable X como el tiempo
entre sucesos. Entonces el periodo de retorno se definird como

T = E(X) (1.23)

donde E(-) representa la esperanza de la variable aleatoria que se indique.

En la mayoria de las aplicaciones practicas un evento constituye la superacién de un
determinado umbral associado con una accién (e. j. caudal > 2000 m?/s), tal evento puede
utilizarse como ‘carga de disefio’ y se considera como determinista en el procedimiento de
diseno. Es por ello, por lo que se considera una medida parcialmente probabilista.

La definicién del periodo de retorno depende en gran medida de las hipdtesis conside-
radas sobre las distribuciones de los sucesos. Asi, si los sucesos son binomiales, en los que
en cada unidad de tiempo 4, se define una variable aleatoria Y;, ¢ = 1,2, ... tales que para
cada i

PlY;=1]=p, PY;=01=1-p, 0<p<1 (1.24)
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siendo las Y;; ¢ = 1,2, ... variables independientes (variables Bernoulli), en las que el valor
1 corresponde a suceso observado y el 0 a suceso no observado. Se llama proceso binomial
a la sucesién de estas variables.

El tiempo transcurrido entre sucesos X serd una variable aleatoria con distribucién
geométrica, que da la probabilidad de que el tiempo transcurrido hasta que sucede la primera
ocurrencia del suceso sea X = x:

PIX =2]=p1—p)®= Y z=1,2,... (1.25)

El periodo medio entre sucesos o ‘periodo de retorno’ es entonces el valor esperado de

X:

EX]=T = iwp(l —p)Y =
=1

_ p _ 1

(1-(1-p)* P

Por lo tanto el periodo de retorno es igual al inverso de la probabilidad de ocurrencia

del suceso en el periodo de tiempo unidad considerado. Para la mayoria de los problemas

ingenieriles ese periodo es de un ano, de tal forma que p es la probabilidad de ocurrencia
del evento x > X en un aiio, mientras que T es el numero medio de afios entre eventos.

La utilizacion del periodo de retorno tiene dos condicionantes:

(1.26)

1. La definicién de periodo de retorno depende de la escala de tiempo utilizada.

2. La posible ocurrencia de mas de un evento dentro de un mismo intervalo es ignorada.
Esto supone que si la frecuencia de ocurrencia del evento considerado es muy grande
comparado con el intervalo de tiempo seleccionado se produce un gran error en el
estudio del proceso.

Por tanto la aproximacién descrita es valida s6lo para sucesos raros (de baja probabili-
dad) en el periodo unidad.

1.4. Medidas Probabilistas

1.4.1. Introduccién

En la seccién [1.2] se ha tratado una medida determinista de la incertidumbre mediante
el empleo de coeficientes de seguridad. En la seccién (1.3 se ha tratado la incertidumbre tem-
poral mediante el periodo de retorno, transformando el problema final en uno determinista.
Ahora bien, pese a que ésta es una herramienta muy 1til para la definicién de sobrecargas
0 acciones extremas, ignora el hecho de que incluso para un tiempo definido, la sobrecarga
tiene un nivel de incertidumbre asociado.

La informacién sobre la incertidumbre de las variables se puede representar mediante
su funcién de densidad fg(gq), que da la probabilidad de que la carga @) tome el valor ¢:

Plg=Q) = fola). (1.27)
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t (tiempo)

fr(rlt=tp) fs(slt=tp)

to T, s

Figura 1.5: Esquema del problema de la fiabilidad en la escala temporal.

Lo mismo ocurre con las demds variables que intervienen (variables de proyecto), tales
como resistencias, geometrias, etc. Tienen unos niveles de incertidumbre que pueden des-
cribirse en términos probabilistas mediante sus respectivas funciones de densidad.

Considérese que todas las variables con cierto nivel de incertidumbre, se pueden reducir
a dos variables aleatorias asociadas a la resistencia R y a los esfuerzos S. Cuyas funciones
de densidad fs y f, son conocidas a partir de las funciones de densidad de las variables de
proyecto. En general, las cargas que actiian en una estructura varian con el tiempo, tienden
a aumentar de forma fluctuante, y por tanto la funcién de densidad asociada a los esfuerzos
fs también cambiard. Lo mismo ocurre con las resistencias, debido al deterioro la resistencia
tiende a disminuir con el tiempo, aunque de forma regular. Esto implica que las funciones de
densidad fs y f, se ensanchen en el tiempo aumentando su incertidumbre y que se acerquen
sus valores medios (véase la figura [1.5).

En la mayoria de las situaciones lo que se hace es suponer que las resistencias y sobre-
cargas son constantes en el tiempo. Por tanto, y dado que las sobracargas suelen fluctuar,
interesara utilizar la maxima sobrecarga esperada en la vida 1til de la obra. Esta aproxi-

macién no es 1util cuando se tiene més de una carga o cuando la resistencia no es constante
en el tiempo.

1.4.2. Problema basico en fiabilidad

Una vez que se tienen las funciones de densidad de la resistencia Ry de los esfuerzos S,
suponiendo que son invariables en el tiempo, se considera que se produce fallo, o superacion
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fRs(r, S)

REGION
SEGURA
gi(r, s)>0

REGION DE
FALLO

g'(r, $)<0

(resistencia)

(esfuerzo)

Figura 1.6: Tlustracién grafica de la funcién de densidad conjunta frg(r, s), de las funciones
de distribucién marginales fr(r) y fs(s) y del dominio de rotura o fallo D.

del estado limite cuando la resistencia R es menor que el esfuerzo actuante S. Entonces, la
probabilidad de fallo se puede determinar de cualquiera de las formas siguientes:

py = PR<S)
— P(R-S<0)

(

(
=P <§ < 1> = (1.30
= P(logR—1logS <0) (
= P(g"(R,5) <0) (

donde la ecuacion (1.32) es la ecuacién de estado limite, y es igual a la expresién (1.3
particularizada para el caso de que se reduzca el problema global a resistencias y esfuerzos,
y se iguale el coeficiente de seguridad global a F' = 1.

Por tanto la probabilidad de fallo de la estructura en este caso es igual a la probabilidad
de superaciéon del estado limite.

En la figura 1.6/ se muestran la funcién de densidad conjunta frs(r,s) de las variables
R y S, y sus correspondientes funciones de densidad marginales. En el caso de que ambas
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variables sean independientes la funcién de densidad conjunta se obtendra como producto
de las marginales (frs(r,s) = fr(r)fs(s)). Las ecuaciones (1.28)-(1.32) se representan
mediante el dominio D de la figura, de tal forma que la probabilidad de fallo sera:

ps = P(g"(R,S) <0) = /D [ frstr.yaras = [ Z / Oo frs(r,s)drds  (1.33)

que representa el volumen encerrado por la funciéon de densidad conjunta en el dominio de
fallo. En el caso de que las variables sean independientes,

p=Plar ) <0 = [ ([ futrr) sstejas. (1.39)

En la figura 1.7(a) estdan representadas las funciones de densidad marginales de Ry S.

Nétese que la integral en R de la ecuacién (1.34) es la definicién de su funcién de
densidad particularizada para el valor 7 = s, por tanto se puede reescribir la ecuacién en la
forma:

b= [ Fal)fsts)as (139

—0o0
De esta forma la probabilidad de fallo esta expresada s6lamente en funcién de la resisten-
cia, con lo que se reduce el orden de integracién en una dimension. Esta ultima ecuacién se
conoce como integral de ‘convolucién’ y su significado fisico es muy claro (véase la figura
1.7(b)). El término Fr(s) representa la probabilidad de que la resistencia R sea menor o
igual que el esfuerzo s, mientras que fg(s) representa la probabilidad de que el esfuerzo S
sea igual a s.
Si se expresa la probabilidad de fallo en funcién de la resistencia r, la ecuacién (1.34)
queda en la forma (véase la figura [1.7(d)).:

Py = / T L= Fo()] fa(r)dr- (1.36)

—00

donde el término 1— Fs(r) es la probabilidad de que el esfuerzo s sea mayor que la resistencia
r,y fr(r) representa la probabilidad de que la resistencia R tome el valor r. En la figura
1.7(c) se da la interpretacién grafica de la probabilidad de fallo, en la que se representa la
funcién de densidad de fallo.

Ejemplo ilustrativo 1.2 (Caso especial de variables normales). La solucién analitica
de la integral de convolucion es posible en un nimero reducido de casos. El mas notable es
aquel en el que las variables tienen una distribuciéon normal de medias ur y pg y varianzas
012% y a?g, respectivamente. Siguiendo las reglas para sustraccién de normales se puede re-
presentar el margen de seguridad Z = R— S (ecuaciones (1.21) y (1.29)) como una variable
normal Z ~ N(uz,0%) en la que:

pz = MR~ S (1.37)
0y = 0%+ (1.38)
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Area=1-Fg(r)

Area=Fg(s¥)

resistencia
(esfuerzo) ( )

ps-> Probabilidad
de fallo

N

I,S

(© (d)

Figura 1.7: Representacion gréafica de las funciones de densidad marginales, funciones de
distribucién y probabilidad de fallo del problema basico de la fiabilidad.

La ecuacién (1.29) pasa a ser:

pf:P(R—SSO):P(ZgO):@(Z):@(O;Z“Z> (1.39)

donde ®(-) es la funcién de distribucién de la variable N(0,1). Usando (1.37) y (1.39) se
llega a (Cornell [50]):

donde 8 = puz/oz es el indice de fiabilidad .

1.4.3. Coeficientes de seguridad y valores caracteristicos

Las medidas tradicionales de fiabilidad revisadas en las subsecciones anteriores, se pueden
relacionar con la probabilidad de superacion de estado limite o probabilidad de fallo y se
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puede demostrar analiticamente para el caso del ejemplo ilustrativo [1.2.
Considérese el coeficiente de seguridad central )y definido como

Ao = LB (1.41)
s
Esta definicién no se corresponde con la que comunmente se utiliza, normalmente se
compara un valor inferior de la resistencia, con un valor superior del esfuerzo. Estos valores
se conocen como ‘caracteristicos’, y no son mas que un cuantil determinado.
Para el caso de la resistencia, el valor caracteristico se suele tomar como el cuantil de
orden o = 0,05, de tal forma que el valor de la resistencia r; para la cual sélo hay una
probabilidad del 5% de obtener un valor inferior sera:

. = pr(1 — kRUR) (1.42)

donde vg = or/ur es el coeficiente de variacién de la resistencia, y kr es una constante
que se obtiene como:

a=d (”‘“R) = (—kg); kp = -0 Y(a) = —®7(0,05) (1.43)
OR
Nétese que el signo de kg resulta de esta forma positivo. De la ecuacién (1.43) operando
con el término
"k —HR _
OR

—kr (1.44)

se llega a la ecuacién (1.42) (véase la figura [1.8)).

Andlogamente para el caso de los esfuerzos, pero teniendo en cuenta que ahora se estd en
el lado derecho de la distribucién (véase la figura [1.8). El valor del esfuerzo caracteristico
(sk) en este caso sera el valor del esfuerzo tal que la probabilidad de tener un esfuerzo mayor
sea del a %, igualmente, se suele utizar un valor de o = 0,95:

sk = ps(l+ kgvg) (1.45)
donde vg = og/us es el coeficiente de variacién del efecto de las cargas, y kg es una
constante que se obtiene como:

Sk — KS -1 -1
a=9o () =& (kg); ks =P (o) = P (0,95) (1.46)
os

De la ecuacién (1.46) operando con el término

Sk — HS

ks (1.47)
gs

se llega a la ecuacién (1.45).
Utilizando los valores caracteristicos podemos definir el coeficiente de seguridad carac-
teristico Ay como:

A\ = 1.48
(b (1.48)
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fr()
Area=a=0.05
1
1
1
I
r=(ur-kgvg) Hr r
fs(s)
Area=1-0=0.95
1
1
I
U si=(Ustksvs) s

Figura 1.8: Definicién de los valores caracteristicos para las resistencias R y los esfuerzos

S.

Ahora se estd en condiciones de dar la relacién entre los coeficientes de seguridad ‘cen-
tral’, ‘caracteristico’ y la probabilidad de fallo py. Esta relacién existe independientemente
de las distribuciones de las variables pero la expresién analitica sélo esta disponible para
unos casos muy concretos. Asi, para el caso de variables normales con el que se ha estado
trabajando se tendrd, partiendo de la ecuacién (1.40) y dividiendo por pug:

g O g 0= g
et ((v%/ﬁ% +vgﬂg)1/2> ® <(U%A% _i_v%)l/Q) ®(=A) (1.49)

donde \g se da en (1.41) y 3 es el indice de fiabilidad. Por tanto se llega a:

1/2
14 B (v} + v} - Boded)Y

A
0 1 — %03

(1.50)
De (1.48)), (1.42)) y (1.45) se obtiene:

_ kr(l—krur) 11— kpgug

b us(1+ ksvg) 1+ kgvg

de tal forma que se ha logrado relacionar las medidas deterministas de la fiabilidad con
medidas probabilistas, en funcién de los coeficientes de variacion de las variables, que indican

(1.51)
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claramente que hay una relacién entre los coeficientes y la variabilidad de las variables. De
ahi que haya que ser muy cuidadoso en la seleccién de los coeficientes de seguridad para
tratar de evitar el tratamiento estadistico del problema. Este aspecto serd muy importante
para la calibracién de cddigos y para el desarrollo del método combinado con coeficientes
de seguridad y probabilidades de fallo.

1.4.4. Problema genérico en fiabilidad

En la mayoria de los problemas a los que se enfrentan los ingenieros hoy en dia, no es
posible reducir el problema a dos variables o términos R y S, ya que puede haber relaciones
de dependencia entre las variables, los términos que afecten a ambos miembros, etc. Por
tanto, se ha de trabajar con el vector de variables de proyecto (X7, Xs,...,X,) que cons-
tituyen las variables de diseno y factores de proyecto tales como (resistencias, sobrecargas,
dimensiones, etc.).

En lo relativo a los términos R y S han de ser sustituidos por las funciones hg(x1, 2, . . .,
xn)y hs(z1, 22, ..., Ty,) que son las magnitudes que favorecen la seguridad (términos asocia-
dos a las resistencias) frente al estado limite considerado, y la superacién del mismo (cargas
que actian), respectivamente.

Pero incluso se puede generalizar més, de forma que la ecuacién de estado limite quede
como la ecuacién (1.3):

_ hr(zi,22,...,25)
hs(xl,xg, ceey xn)

g (1, 29,...,2p) -1>0 (1.52)

que dividira el espacio n-dimensional en dos regiones:

Regién segura: S = {(z1,z2,...,2,) Hg* (x1, 22, ..., 2y,) > 0},

Region de fallo:  F = {(z1,2,....w)}g* (v, ..om) <0} 0

Teniendo en cuenta que la funcion de densidad conjunta de todas las variables de proyec-
to es:

f(X) = le,XQ,...,Xn(x17x27"‘7xn;®) (154)

donde © es un vector paramétrico que se definird mas adelante y que contendra por ejem-
plo los parametros estadisticos de las distribuciones de las variables, datos perfectamente
definidos dentro del programa, etc., la probabilidad de fallo se obtiene mediante la expresion:

Pr(®) = / X1 Xo, X0 (@1, 2, ..., Ty O)dardas . . . day,. (1.55)

9*(21,%2,...,7n) <0

Observesé que es una probabilidad condicionada, ya que se trata de una estimacién pun-
tual de la probabilidad de fallo para unos valores supuestos del vector @, pero éste puede
estar constituido a su vez por variables aleatorias. Con lo cual el problema quedaria per-
fectamente definido tomando el valor esperado de la probabilidad de fallo (Der Kiureghian,
[57)):

ps = Elpy(©)] = / RUCIECTE (1.56)
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A A C

L b

Figura 1.9: Viga simplemente apoyada y seccion transversal de la misma.

donde E[] es el valor esperado, y f=(®) es la funcién de densidad conjunta del vector
paramétrico ©.

Ejemplo ilustrativo 1.3 (Viga biapoyada con variables logaritmico normales).

Considérese la viga simplemente apoyada de la figura 1.9, donde se aplica una carga P en el

centro del vano, L es la longitud de la viga, y b y ¢ las dimensiones de su seccién transversal.
Para analizar el problema se considera el siguiente conjunto de variables:

= Variables aleatorias:

e P: Maximo valor de la carga durante su vida util.
e s: Resistencia actual.

e L: Longitud actual.

e b: Espesor actual.

e c: Canto actual.

Los valores actuales de las variables son los que tiene la viga una vez que se ha
construido, y que no tienen por qué ser iguales a los esperados.

» Variables de diseno:

e Py: Carga fijada por el cédigo para este tipo de estructura.

e 50: Resistencia considerada segin los c6digos.

Lg: Longitud de diseno, fijada por el proyectista.
e by: Espesor fijado por el proyectista.
e ¢o: Canto fijado por el proyectista.
e 7: Coeficiente de seguridad mayorador de la carga P.
e ¢: Coeficiente minorador de la resistencia s.
Estos valores son los deseados por el proyectista, en el caso de las dimensiones, y que

pueden diferir de los actuales ya que puede haber errores constructivos. Los valores
fijados por el cédigo, se referiran a valores caracteristicos.
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Los valores de las variables L,b y c, aleatorias, tendran como valores medios o més
probables (dependiendo de la distribucién empleada) los valores de las variables fijas Ly, by
Y Co.

En el ejemplo que nos ocupa, se tratara de calcular las dimensiones que ha de tener una
viga de una resistencia determinada, para que salvando una luz dada Ly pueda soportar la
carga a la que va estar sometida con un margen de seguridad razonable.

El diseno clasico, utilizando coeficientes de seguridad plantearia la siguiente ecuacién de
estado limite de acuerdo con (1.10):

M _ ’YP()L(]/4 . 3’)/POL0
W() N IO N 2b06% ’
60/2

donde Wy e Iy son el momento resistente y el momento de inercia, respectivamente, asociados
a bo Yy Co.-

La regién de fallo del problema (1.52) asociada a este problema se obtiene teniendo en
cuenta que la maxima tension S,,.. a la que va estar sometida la viga por efecto de la carga
va a ser:

¢sg =

(1.57)

3PL

Smaxr — w, (158)
el sistema fallard por tanto si S;,q. > s. Por tanto la regién de fallo sera:
3PL
- > 1.
20z =% (1.59)
es decir . )
Regién segura: s — (3PL)/(2bc”) > 0, (1.60)

Regién de fallo: s — (3PL)/(2bc*) < 0.

Suponiendo que las variables que intervienen siguen distribuciones logaritmico normales:

log P ~ N(up,op),
logs ~ N(ps,03),
logL ~ N(pr,07),
logh ~ N(u,07),
logc ~ N(pe,00).

cuyos valores numeéricos se presentan en la tabla/1.1, se puede obtener la probabilidad de fallo
exacta asociada al diseno cldsico sin méas que utilizar las propiedades de estas distribuciones,
integrando en la regién de fallo definida por la ecuacién (1.60):

PL PL
Pf Prob [smaz > s] = Prob [5 _3PL < O] = Prob [— 23b < 1}

2bc? c2s
2
= Prob —logP+logs—10gL+10gb—i—210gc+log§ < O]

= F 2 (0)
N(—pp + s = i+ o + 2p1e +10g 5,05 + 0% + 0] + 0 + 407)
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Cuadro 1.1: Medias y desviaciones estandar de los logaritmos de las 5 variables aleatorias
que intervienen en el ejemplo computacional 1.3l

Variable Media Desviacién estandar
P up = 1log(400000) = 12,8992 op = 0,257984
s s = log(25000000) = 17,0344 os = 0,085172
L wur, = log(10) = 2,30259 or, = 0,023026
b wp = 1og(0,576) = —0,551648 op = 0,011033
c pe =log(l) =0 o. = 0,011033

2
—10g§+uP—M3+ML—ub—2/~Lc
— @ , (1.61)
\/01234-0?—1—0%—1—05—1—403

donde @ es la funcién de distribucién de la variable normal estdandar N (0, 1).
Asumiendo que los valores fijados por el cédigo y por los condicionantes de uso son los
siguientes:

so = 25Mp; Py =400000N; Lo =10m; v=16; ¢ =1/15.

Entonces, de acuerdo con la expresién (1.57) se llega a la conclusién de que nuestro
diseno ha de cumplir
boch = 0,576. (1.62)

El disenador es libre de elegir entre cualquier par de valores b y ¢ que cumplan la
condicién (1.62). Por ejemplo, by = 0,576m y ¢y = 1,0m.
De acuerdo con la expresién (1.61) la probabilidad de fallo asociada a este diseno clasico
es
pr=®(-0) = ®(-3,19785) = 0,000692289.



Capitulo 2

Métodos para Determinar la
Fiabilidad

2.1. Introduccion

En el capitulo 1/ se han revisado los principios béasicos de la fiabilidad estructural. Desde
los trabajos pioneros de Freudenthal [82] en la década de los cincuenta, en los que comenzé a
introducir los conceptos estadisticos para calcular la probabilidad de fallo, se han desarro-
llado metodologias que nos permiten dividir los métodos para tratar los problemas relativos
a la fiabilidad en varios niveles:

1. NIvEL 1: Se seleccionan coeficientes de seguridad parciales para cada una de las
variables (cargas, resistencias, etc.). Es el método clésico y el méas utilizado en los
codigos actuales.

2. NIVEL 2: Alternativamente se puede obtener la probabilidad de fallo, py, que puede
calcularse usando la funcién de densidad conjunta f(x) = fx, x,,...x,(T1,Z2,...,%n)
de todas las variables que intervienen mediante la expresién:

pf = / fX17X27,,.7Xn(1'1,1'2,. ..,mn)dxldxg...dxn. (2.1)

9(z1,72,...,7n) <0

El problema es que la integral normalmente es dificil de calcular, debido a dos razones
principales: (a) lo complicado de la funcién de densidad f(x), y (b) la complejidad
de la regién de fallo g(x) < 0. Por tanto, se han de utilizar métodos aproximados,
que se basan en aproximaciones de la funcién de densidad fx, x,,. x,(z1,Z2,...,Zn),
de la regién de fallo o ecuacién de estado limite g(x1,x2,...,2,) < 0, 0 de ambas. A
este nivel, se utiliza una aproximacion de la distribucion de la funcién de probabilidad
usando los dos primeros momentos de la funcién de distribucién conjunta.

3. NIVEL 3: Para el calculo de la probabilidad de fallo se utiliza la funcién de densidad
conjunta global, y se trata de calcular la probabilidad de fallo exacta. Estos métodos
requieren formulas especiales de integracion y métodologias especificas.

23
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Cuadro 2.1: Jerarquia de las medidas de fiabilidad estructural.

Nivel Métodos Distribuciones Ecuaciones de Incertidumbre | Resultados
de célculo estadisticas estado limite asociada
1: Calibracién de No se usan Ecuaciones Factores Coefic.
codigos usando lineales arbitrarios parciales
métodos de nivel usualmente
203
2: Algebra de Sélo Lineales o Puede Probab.
Momentos segundo distribuciones aprox. incluirse de fallo
de orden normales lineales como
segundo distribuciones
orden normales
3: Transformaciones | Distribuciones Lineales o Puede Probab.
Métodos normales aproximadamente incluirse de fallo
exactos equivalentes lineales
Integracion Cualesquiera Cualesquiera variables
numérica y aleatorias
simulacién
4: Minimo
Métodos coste o
de decision maximo
beneficio
(RBO)

En la tabla [2.1] se presenta un esquema detallado de las metodologias existentes.

Los métodos de nivel 2 para aproximar la integral (2.1) utilizan los dos primeros momen-
tos de las distribuciones de las variables que intervienen en el caso de que estén incorrela-
cionadas, en caso de que haya correlacion entre las variables, primeramente se transforman
en variables independientes y posteriormente se trabaja con los dos primeros momentos de
las variables resultantes, con lo cual se trabaja con variables normales independientes. Se
emplea una aproximacién lineal de la regién de fallo (FOSM ‘First Order Second Moment’).

Los trabajos de Mayer [118], Freudenthal [82], Rzhanitzyn [144] y Basler [12] contenian
conceptos asociados con los dos primeros momentos de las distribuciones. Pero no fue hasta
los trabajos de Cornell [50] cuando la metodologia se asenté y cobré la relevancia que
merecia.

Los ‘Métodos de Fiabilidad de Primer Orden’ (FORM ‘First Order Reliability Meth-
ods’), usan también aproximaciones lineales de las ecuaciones de estado limite g(x1,x2, ...,
xn) < 0 pero trabajan con las funciones de densidad exactas de las variables que intervie-
nen, surgieron en el campo de la fiabilidad estructural con Freudenthal [82] en 1956, y han
sido ampliados por Hasofer y Lind [91], Rackwitz y Flessler [136], Hohenbichler y Rackwitz
[94], Ditlevsen ([64], etc.

Los métodos de segundo orden (SORM ‘Second Order Reliability Methods’) utilizan
un desarrollo en serie de Taylor para aproximar las regiones de fallo (véase, por ejemplo,
Davies [54], Field [77], Breitung [22], Tvedt [162, 163], Der Kiureghian et al. [60], Katsuki
y Frangopol [100], Koyluoglu y Nielsen [104], Cai y Elishakoff (1994), Papadimitriou [130]
0 Zhao y Ono [176]). Para una completa descripcién de estos métodos y algunos ejemplos
ilustrativos véase Ditlevsen y Madsen [67] y Madsen, Krenk y Lind [114]. Estos métodos
han demostrado dar resultados muy precisos y son mucho mas eficientes que las técnicas de
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simulacién de Monte Carlo para estimar percentiles extremos (véase, por ejemplo, Wirsching
y Wu [170], o Haskin, Staple y Ding [90]).

Una alternativa muy extendida es tratar el problema mediante simulacién ponderada
(véase por ejemplo, Siegmund [149], Rubinstein [143], Zhang [175], o Givens y Raftery
[88]). Estas técnicas pueden usarse para disminuir el tiempo y nimero de simulaciones con
respecto al método bésico de Monte Carlo (véase Hesterberg [92]).

2.2. Problema de las colas

El lector debe tener presente la problematica que surge en todas estas metodologias
cuando las probabilidades de fallo son muy pequenas, que es lo normal en el analisis de la
fiabilidad de estructuras. En estos casos se dice que se estd tratando con las colas de las
distribuciones que es bien sabido son muy sensibles al modelo supuesto (véase Galambos
[84] y Castillo [27]). En otras palabras, la probabilidad de fallo es extremadamente depen-
diente de la cola de las distribuciones. Dado que siempre se trata con problemas con muy
pequenias probabilidades de fallo, se necesitan métodos adecuados de simulacién o calculo
(la simulacién directa con Monte Carlo es muy ineficiente). Algunos de ellos se pueden es-
tudiar en Castillo, Solares y Gémez [43, 42, 44], Wirsching y Wu [170] y Wu, Burnside y
Cruse [174]).

2.3. Meétodos de integracion

La solucién analitica de la integral de convolucién (1.35) o de la integral (2.1) es sélo

posible en un niimero muy reducido de situaciones. Por tanto, en la mayoria de los casos
se precisa la integracién numérica. La aproximacién méas simple utiliza la regla trapezoidal,
que ha dado resultados bastante aceptables, principalmente porque la infravaloracién de la
integral en torno a los valores medios de las variables se compensa por la sobrestimacion
en el dominio de integracién restante (Dalhquist y Bjsrck, [53]). Metodologias mucho mas
refinadas, tales como la regla de Simpson, o férmulas de cuadratura como Gauss-Laguerre,
Gauss-Hermite, etc. pueden ser més apropiados (véase Davis y Rabinowitz, [55]).
El problema de la integracién numérica es que el coste computacional y la imprecision
aumentan considerablemente con la dimensién del problema, de tal forma que no han tenido
un papel predominante en la determinacién de la fiabilidad y se han desarrollado métodos
alternativos.

2.4. Meétodos de simulacion

Una alternativa para el calculo de la probabilidad de fallo definida por la integral (2.1))
son los métodos de simulacién. Consisten, como su propio nombre indica, en simular arti-

ficialmente un gran nimero de realizaciones de las variables aleatorias X = &1, T2, . . ., &y (ex-
perimentos), y comprobar si se produce superacién del estado limite ‘fallo’ (g(&1, Zo, ..., &n) <
0) o si no se produce (g(Z1,Z2,...,2Zn) > 0). La probabilidad de fallo se puede aproximar

mediante la expresion:
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_ Mg(x) <0)
pr= N

donde n(g(x) < 0) es el nimero de experimentos n en los que g(Z1, Z2,...,Z,) < 0 (fallos)
y N es el nimero total de realizaciones.

El procedimiento descrito anteriormente es el mas sencillo de realizar con esta metodologia,
y se conoce como método de Monte Carlo ‘normal’; sin embargo para mejorar los resulta-
dos han surgido procedimientos alternativos que han dado como resultado metodologias
muy eficientes. Para poder aplicar estas técnicas a problemas de fiabilidad estructural es
necesario:

(2.2)

1. Desarrollar metodologias sisteméticas para generar vectores aleatorios para las varia-
bles béasicas o de proyecto x.

2. Seleccionar una estrategia de simulacién adecuada.
3. Desarrollar técnicas para evaluar la funcién g(z1, Z2,. .., Ty).

4. Seleccionar el numero de experimentos a realizar para obtener una estimacion acep-
table de la probabilidad de fallo py.

No se va a entrar en detalle sobre los puntos 1, 3 y 4, informaciéon amplia y detallada
sobre esos temas aplicados a la fiabilidad estructural se puede encotrar en Melchers [121] y
en Box y Muller [21]. Pero si se va a comentar la seleccién de la estrategia de simulacién, que
es el punto en el que los métodos de simulacién méas han mejorado, y que los ha convertido
en una herramienta muy 1til en el campo de la fiabilidad.

2.4.1. Simulacién ponderada

Partiendo de la metodologia bésica de la simulacién de Monte Carlo, vista en la seccién
anterior, en el ano 1983 se publicaron dos articulos (Harbitz [89] y Shinozuka [148]) en
los que se desarrollaban sendas técnicas basadas en conceptos de simulacién, que hicieron
que la comunidad cientifica que trataba los temas de fiabilidad, aceptara la aplicabilidad
practica de las mismas. Su principal ventaja con respecto a otras metodologias es que
proporcionaban de forma eficiente y simultdnea una estimacién de la probabilidad de fallo
y del error. Ademéds de permitir trabajar con funciones de estado limite no diferenciables.

Se denominaron ‘exactas’ en el sentido de que tienden al resultado exacto cuando N (el
numero de realizaciones) tiende a infinito. El procedimiento més sencillo de implementacién
es el siguiente:

o= xdix= [ xS ax
9(x)<0 9(x)<0 b(x) 03
~ 1§:€(g(x2‘))fx(xi) |
NS (xi)

donde ¢(g(x;)) es la funcién indicadora para el dominio de fallo, y 1(x;) es la funcién de
ponderacién seleccionada. Se elige de forma que la regién de interés, en el entorno de la
zona de rotura, sea la zona ma&s importante y predominante.
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Actualmente se han desarrollado sofisticadas estrategias de simulacién que pueden susti-
tuir a los métodos més utilizados en la actualidad (FORM y SORM, que se tratardn en las
secciones siguientes) con un pequeno aumento del tiempo de computacién.

Para obtener mas detalles sobre este método y los tipos de funciones de ponderacién
véase Melchers [120, 121], Engelund y Rackwitz [74] y Melchers y Li [122]. Para lectores
interesados en la busqueda secuencial o en técnicas adaptativas de mejora del método con-
sultar Melchers [119], Harbitz [89], Bucher [23], Karamchandani et al. [98], Der Kiureghian
y Dakessian [58].

Para el estudio de sensibilidad mediante técnicas de simulacién, es decir, como afectan
los pardmetros o variables en la probabilidad de fallo véase Rubinstein [143], Melchers [120)]
y Karamchandani y Cornell [99].

2.4.2. Simulacién direccional

Los métodos de simulacion vistos hasta ahora han sido formulados en el sistema carte-
siano exclusivamente. La idea de trabajar en coordenadas polares surgié de los trabajos de
Dedk (1980) para tratar de evaluar la funcién de distribucién normal multivariada. Esto
llevo a la simulacion en el espacio multinormal estdndar y en coordenadas polares, a lo que
se llam¢ ‘simulacién direccional” (Ditlevsen et al [68]).

Dado un vector Z en el espacio Gaussiano n-dimensional (z), de tal forma que Z =
RA (R > 0), donde A es un vector compuesto por cosenos directores aleatorios indepen-
dientes, que representa una direccién en el espacio Z. El vector A estd uniformemente
distribuido sobre la hiperesfera n-dimensional, y R es tal que R? sigue una distribucién
chi-cuadrado con n grados de libertad. Si R es independiente de A, la integral (2.1) queda
(Bjerager [17, 18]):

by = [ PloRA) <0 |A = al fa a)da (2.4)

donde fa(:) es funcién de densidad de A sobre la hiperesfera unitaria y g(-) = 0 es la
funcién de estado limite en el espacio Z.

El procedimiento de simulacién procede generando un vector &; y calculando el valor de
r tal que g(rA) = 0. La probabilidad de fallo de la estimacién serd:

by, = Plg(ra)i < 0] =1 - x3(r) (2.5)

donde x2() es la funcién de distribucién chi-cuadrado con n grados de libertad.
Repitiendo el procedimiento con las N realizaciones permite estimar la probabilidad
aproximada como:

N
. 1 .
pr = Epr) =+ > br, (2.6)
=1

Esta técnica es especialmente 1til con regiones de fallo con mucha curvatura, y se com-
porta mal con funciones lineales (Engelund y Rackwitz [74]).

Otra alternativa de la simulacién direccional es su combinacién con el método de pon-
deracion en una determinada direccién (véase Ditlevsen y Bjerager [66]).
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2.5. Meétodo basado en los momentos de segundo orden

Una alternativa a los métodos de integracién y simulacién vistos en las secciones 2.3y 2.4,
respectivamente, son los métodos que tratan de estimar la fiabilidad de un sistema basandose
en los dos primeros momentos de la funcién de densidad de cada una de las variables que
intervienen, esto es, la media y la desviacién tipica. Por tanto cada variable esta representada
por variables normales cuyas distribuciones quedan perfectamente definidas con los dos
primeros momentos.

En el ejemplo ilustrativo 1.2/ se mostré que para el caso de dos variables normales de
medias pp y ps y varianzas a% y Jg, respectivamente, su margen de seguridad G = R — S
era una variable aleatoria con una distribucién normal G ~ N (ug, aé) con la que se puede
calcular la probabilidad de fallo py como:

prP(R—SSO):P(GS()):(I)(O;:G) (2.7)

donde = g /o es el indice de fiabilidad.

Evidentemente, la ecuacién (2.7) proporciona el valor exacto, ya que tanto R como S
estdn normalmente distribuidas. En el caso de que tengan otras distribuciones se obtiene
una probabilidad de fallo ‘nominal’. De hecho, conceptualmente es mejor hablar en términos
de ‘indice de fiabilidad’ o ‘seguridad’ 8 que de probabilidad de fallo.

Las ideas descritas anteriormente se pueden extender al caso de ecuaciones de estado
limite con combinaciones lineales de un conjunto de variables aleatorias normales de la
forma:s:

Gx(X)=ap+ a1 X1 +axXo+ ... +a, X, (2.8)

donde Gx(X) estd normalmente distribuida, por lo que se puede calcular su indice de
fiabilidad 3 y su probabilidad de fallo py.

n
Dado que ) a; X; ~ N(

n
=1 1=

n
2 2
X, D 6;0%,),
1 i=1

—ag — i a;lhx,
><—ao> =0 L = d(—p),

N9 9
;ai 0%,
(2.9)

donde Fy(.y(r) es la funcién de distribucién de la N <Z aiflx;, Y. a?agfi), y ®(-) es la
i=1 i=1

n
<P aiXi<—a))=F /a <
by = (; iXi < —ap) N(Zlamxiv;“z%gﬂ

1=

funcién de distribucién de la variable normal estandar N(0,1).

En el caso de que la ecuacién de estado limite G(X) = 0 fuera no lineal, no se podrian
calcular sus dos primeros momentos, por lo que se lineariza G(X) = 0 mediante desarrollo en
serie de Taylor de primer orden en el entorno del punto x*, con lo que se obtiene G, (X) = 0.
Esta aproximacion se conoce como método de primer orden (véase la figura 2.1)).
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X2
gx(x)=0

Aproximacion lineal

Regioén de fallo gL(x)=0

. Region segura
Punto de disefio

Contornos de la
funcidn de densidad
conjunta

fx(x)

Ux, X1

Figura 2.1: ITlustracién grafica de la superficie de estado limite Gx (X) = 0 y su aproximacién
lineal en el entorno del punto x* para el caso bidimensional. Interpretacién grafica del indice
de fiabilidad (8 de Hasofer-Lind.

2.6. Teoria lineal de momentos de segundo orden (FOSM)

2.6.1. Indice de fiabilidad de Hasofer-Lind

En el capitulo/len el que se estudiaron las medidas de la fiabilidad estructural, se vié que
uno de los problemas que existian era la falta de invarianza de algunas de las metodologias
empleadas. Légicamente, es deseable, que la medida que se utilice para determinar si un
sistema es lo suficientemente seguro o no, sea independiente de la definicién de la ecuacion
de estado limite, es decir, que sea invariante. Para solucionar este problema, Hasofer y Lind
[91] propusieron una definicién invariante del indice de fiabilidad 3.

Sea X un vector que contiene las variables aleatorias que intervienen, py su vector de
medias y ox su matriz de varianzas covarianzas. La formulacién matricial del indice de
fiabilidad propuesto por Hasofer y Lind es (véase Ditlevsen [65], Veneciano [165] y Low y
Tang [111]):

= Minimo /(x — py) 7oy (x — px)T (2.10)
X

sometido a
gx(x) =0. (2.11)
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Aproximacion lineal
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Figura 2.2: Tlustraciéon grafica de la funciéon de densidad normal estdndar bivariada, del
indice de fiabilidad de Hasofer-Lind y del ‘punto de diseno’ o de ‘méaxima verosimilitud’ en
el espacio z.

El valor éptimo de x = x* (véase la figura 2.1) se conoce como ‘punto de diseno’ o
‘punto de maxima verosimilitud’ , y es el punto dentro de la region de fallo en el que el
valor de la funcién de densidad conjunta de las variables que intervienen fx(x,0x), que
es una funcién normal multivariada, es méaximo. Es decir, es el valor més probable de las
variables de proyecto con el que se produce fallo o superacién del estado limite.

Se puede obtener una interpretacion mas intuitiva del indice de fiabilidad. Si se trans-
forman las variables aleatorias X al espacio normal estandar multivariado Z de forma que:

IJ‘Z:O7 UZ:Ia

donde p es el vector de medias de las nuevas variables, oz es la nueva matriz de varianzas-
covarianzas, e I es la matriz identidad. El problema (2.10)-(2.11) se transforma en:

B = Miimo Vzlz (2.12)
z
sometido a
9z(z) = 0. (2.13)

En la figura 2.2/ se muestra la interpretacién grafica del indice de fiabilidad en el espacio
z, en la que se comprueba que el indice de fiabilidad es la distancia minima del origen de
coordenadas al punto mas préximo de la ecuaciéon de estado limite. El punto de diseno z*
es el transformado del punto x*.
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Ejemplo ilustrativo 2.1 (Indice de fiabilidad de Hasofer-Lind para ecuaciones
de estado limite lineales). Se ha visto que en caso de ecuaciones de estado limite lineales
Gx(X) = ap + a1 X1 + asXo + ... + apX,, como en (2.8), el indice de fiabilidad se podia
calcular como (2.9):

(2.14)

B = (ao + Z aiﬂ)g)
=1

Se va a tratar de obtener este resultado resolviendo el problema (2.10)-(2.11) suponiendo
que las variables X son linealmente independientes pero considerando como funcién objetivo

(32, ya que la solucién serd la misma:

n
%= Minimo = =) 2 (2.15)
IL'Z,Z:L,T?, UX,' i=1
sometido a
gx(x) = ao+aixy +asra+ ...+ apry, = (2.16)
= ap+ai(px, +ox,21)+ ... +an(pux, +0x,%n) =0 ‘
La funcién Lagrangiana del problema anterior es:
n
L(z,\) = Z 22+ X ao+ ar(px, +ox,21) + ... Fanlpx, +0x, %)) (2.17)
i=1
donde A es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccién.
Derivando con respecto a las variables z y A
0L(z, A
OL= AN o oy, =0 i =1, (2.18)
Z;
0L(z, A "
()\) = ag—l—Zai(,uXi +ox,2) =0 (2.19)

i=1
De la ecuacién (2.18) se obtiene

—a;ox;

Zi = 2 )

sustituyendo estos valores en la ecuacién (2.19)
ap + i a; < +o —Mlmxi) =0
0 2 i | HX; X; 5 )
y despejando el valor de A,

n
<a0 + > az’M)Q-)
i=1

A=2 T
ZaiUXi
=1
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Sustituyendo los valores de z; y A en la funcién objetivo

n 2
n —\as o, AN2 M <a0+2aiMXi> n
-3 =3 () S S oL S, )
i=1 =1

i—1 > ajok i=1
1
i=1

simplificando se llega a la conclusion de que el indice de fiabilidad es:

n
ao + Y- aiptx,
f=—-=L (2.21)

- 22
Z ai O-Xi
=1

expresion que es idéntica a (2.14).

2.6.2. Transformacién de Hasofer-Lind

El cambio de variable propuesto por Hasofer y Lind, no es esencial para que el método
funcione, ahora bien es muy 1util porque en el espacio transformado es mas facil calcular
el punto de diseno y el indice de fiabilidad. Por lo tanto, un aspecto fundamental en los
métodos FOSM es la transformacion de las variables normales multivariadas, en variables
normales estdndar independientes N(0,1). En el caso de que las variables que intervienen
sean independientes se puede utilizar la bien conocida transformacién:

Zi= X HX iy, (2.22)
oXx,

En el caso de que las variables estén correlacionadas se puede emplear la transformacion
ortogonal de variables aleatorias normales.

Transformacién ortogonal de variables aleatorias normales

Sea X = (X7, Xo,...,X,) un vector que contiene las variables aleatorias correlacionadas
que intervienen en un sistema. Sus valores medios, las varianzas y covarianzas son, respec-
tivamente

Bx = E(X) - (E(X1>7 E<X2)7 s 7E<Xn)) - (:uXU:uXw EER! an)v
y

ox = cov(X;, X;) = 0% (i,5). (2.23)

La matriz de varianzas-covarianzas (2.23) serd estrictamente diagonal, si las variables
(X1, Xo,..., X,) estdn incorrelacionadas, es decir, si son independientes.
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El objetivo de la transformacion es obtener un vector linealmente independiente U, y
una matriz de transformacién B de forma que

U =BX (2.24)

Es necesario que la transformacion sea ortogonal, de forma que las distancias en ambos
espacios X y U sean constantes para que el indice de fiabilidad sea el mismo.

Observesé, que el vector U sélo sera incorrelacionado si la matriz de varianzas-covarianzas
oy transformada es diagonal. Esta, bajo la transformacion lineal (2.24) queda como:

oy = cov(U,UT) = cov(BX,XTBT) = (2.25)

= Boeov(X,X")BT =B ox BT (2.26)

Del anélisis matricial, y teniendo en cuenta que en los problemas ingenieriles, la matriz

de varianzas-covarianzas es simétrica y definida positiva, se puede descomponer usando la
descomposicién de Cholesky, con lo que no tienen que calcularse los autovalores y autovec-

tores, asi
ox =LLT (2.27)

donde L es una matriz triangular inferior, tal que su inversa B = L' serad también trian-
gular inferior y podra obtenerse facilmente. Entonces

BoyB"=BL)(L"B") =1 (2.28)

donde I es la matriz identidad.
Sustituyendo (2.28) en (2.26)) se obtiene

oy =1 (2.29)

El dltimo paso es transformar las variables U ~ N (py;,I) en el conjunto Z ~ N(0,1,),
para lo cual:

=B(X — py) (2.30)

Expresién esta ultima que permite pasar del espacio X al Z.

2.6.3. Ecuacién de estado limite ultimo

El método FOSM por tanto, lineariza Gx(X) = 0 mediante desarrollo en serie de Taylor
de primer orden en el entorno del punto x* obtenido, que es el ‘punto de disefio’ en el espacio
X y que se corresponde con el punto z*. Ademds, calcula el indice de fiabilidad 3 (véase la
figura 2.3).

Hay una relacién directa entre el punto de disefio z* y el indice de fiabilidad (. El vector
unitario normal a la ecuacién de verificaciéon gz(z) = 0 en el punto de diseno viene dado
por la expresion:

92
a=-——92 (2.31)
0z 0z
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22 |Funcién no lineal

2(2)=0 o
Aproximacion lineal

R%M)o
Punto de disefio

*

Contornos de la
funcién de densidad
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.

\w//
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Region segura

Figura 2.3: Ilustracién grafica del indice de fiabilidad 3, de las ecuaciones de estado limite,
tanto lineales como no lineales gz(z) y de los contornos de la funcién de densidad normal
estandar bivariada.

Con « (véase la figura 2.3) conocido, las coordenadas del punto de diseno son:
z" = —af (2.32)

donde el signo negativo proviene del hecho de que el vector « es positivo en el sentido
creciente de gz(z).

En el caso de tener una ecuacién de estado limite lineal de la forma Gx(X) = ag +
a1 X1+ asXo + ...+ a, X, es relativamente facil encontrar el punto de fallo en el espacio Z
que verifique (2.32) y (2.12))-(2.13) ya que se conoce de antemano la direccién del vector c.
La ecuacién de verificacién en el el espacio Z queda utilizando (2.22)) de la forma:

9z(z) = ao+ai(px, +0ox,21) +as(px, +ox,21) + ...+ an(px, +0x,20) (2.33)
n n
= ao+ Z aiftx; + Z ai0X; % (2.34)
=1 =1
n
= bo+ Y bz (2.35)
=1

donde b; es el coeficiente i-ésimo del hiperplano transformado de Gx (X) al espacio Gz(Z).
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Calculando el vector normal al nuevo hiperplano se tiene que:

!
—

o = (bl, bz, ceny bn) (2.36)

(2.37)

9z(z") = +a'z" =0, (2.38)

n
en la que se ha dividido la expresién (2.37) por /> b?, que al estar igualada a cero no
V i=1

varia el resultado.

Despejando z*, resulta
* bo

z" = —« ,
N 72
b;

i=1

identificando términos entre esta ltima expresién y (2.32) llegamos a conclusién de que
es igual a

b
g=—-2 (2.39)
> 12
i=1
y teniendo en cuenta (2.35)
ao + 3 aipx,
f=— =L (2.40)

< 2 .2
Z%Uxi
i=1

que como no podia ser de otra manera es idéntica a las expresiones (2.21) y (2.14).

Cuando la ecuacién de estado limite es no lineal no se pueden obtener los dos primeros
momentos de Gx (X) en el espacio X, ni en el espacio Z. Esto se debe a que una combinacién
no lineal de variables normales no genera otra variable normal. Por tanto se procedera a
realizar un desarrollo en serie de Taylor en el entorno del punto de diseno, para lo cual se
ha de resolver el problema (2.12)-(2.13]).
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Introduciendo la funcién Lagrangiana el problema se transforma en:

L(z,\) = Minimo VzTz+ \gz(z) (2.41)

z,

donde A es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion (2.13).
Derivando con respecto a las variables z y A e igualando a cero:

oL = z (ZTZ)(fl/Q)—i—)\aﬂ =0;i=1,...,n
%ﬁ 9z (2.42)
N 9z(z) =0
que de forma compacta queda:
0 = 26 '+ \Vgz(z) (2.43)
0 = gz(z) (2.44)

donde Vgz(z) = (0gz/021,09z/0z, .. .,092/02,)" v 6 = (z72)"/. La expresién (2.44) se
cumple por definicién, por lo tanto despejando z de la expresién (2.43)(véase Horne y Price
[96]):
z" = —\Vygz(z)d (2.45)
Si el punto obtenido es un maximo, minimo o un punto de silla depende de la funcién
Vgz(z). Suponiendo que es un minimo e identificando términos de la férmula (2.45) con los
de la expresién (2.32)) se tiene que A = + (ng(z)Tng(z))fl/2 y d = 3, despejando [, se
llega a la siguiente expresién:
*T
B = =% Vo2(2) =2z« (2.46)
(Vo2(2)"Vgz(2)""?
Demostracién. Se demostrara mediante el desarrollo en serie de Taylor que efectivamente
el (3 calculado en (2.46)) es la minima distancia del origen a la regién de fallo. Linearizando
la ecuacién de estado limite g(-) en el entorno del supuesto punto de diseno z*:

9z(2) = gz(2*) + (z — 2") T Vgz(2) (2.47)
como gz (z*) estd sobre la ecuacién de estado limite gz(z*) = 0, con lo cual
9z(z) = —Z*Tng(z) + 21 Vgz(z) (2.48)

que es una combinacién lineal de variables normales, por lo que pueden calcularse los dos
primeros momentos de la aproximacién lineal de gz(z):

«T
Hgnz) = —2Z Vgz(z) (2.49)
Oy = V9z(2) Vgz(2) (2.50)
Como B = fig,(2)/0g,(z) se llega a la conclusién de que:
«T
_ Hozlz) _ —7" V9z(2) = 7z"a (2.51)

Tpx)  (Voz(2)TVaz(z))"?

que es idéntica a la expresiéon (2.46), con lo que queda demostrado.
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2.6.4. Parametros de sensibilidad

Los cosenos directores «; calculados en la seccién anterior representan la sensibilidad de
la funcién de estado limite gz(z) en z* a cambios en la variable z; (Hohenbichler y Rackwitz
[95] y Bjerager y Krenk [19]). Es muy importante para reducir la dimensionalidad de los
problemas, y para estudiar que variables tienen mas influencia en la fiabilidad de un sistema.
De tal forma que si el valor de la sensibilidad es pequefio se puede tratar la variable asociada,
como determinista.

2.6.5. Soluciéon numérica para ecuaciones de estado limites no lineales

En muchas situaciones, principalmente cuando el niimero de variables es muy grande o
se tienen ecuaciones de estado limite muy complejas, es preciso recurrir a soluciones numeéri-
cas. Si las restricciones son lineales el problema se reduce a un problema de programacién
cuadrética, para los que existen algoritmos muy eficientes. Si la restriccién gz(z) = 0 es no
lineal hay varios algoritmos que funcionan bien con ese tipo de metodologias (Liu y Der
Kiureghian [110]). Uno de los que mejor funciona es el método del gradiente proyectado,
originalmente desarrollado por Rosen [139], éste es una modificacién del método del descen-
so para optimizacién no restringida. Los métodos de penalizacién no son adecuados para
problemas de fiabilidad. El método del lagrangiano aumentado se comporta mejor que los
métodos de penalizacién, pero son complicados de implementar, sobre todo a la hora de
dar valores iniciales a los multiplicadores de Lagrange de las restricciones. Los métodos de
programacién cuadratica secuencial fueron introducidos en el campo de la fiabilidad por Shi-
nozuka [148]. Schitkowski [146] basdndose en el método de Han, Powel y Wilson (véase Gill,
Murray y Wright [87]) propuso una rutina basada en programacién secuencial cuadratica
que se ha hecho muy popular en el campo de la fiabilidad. La idea esencial del método es
reemplazar el Hessiano del Lagrangiano por una matriz aproximada, y usar la funcién La-
grangiana aumentada para determinar el tamafio de paso. Otro algoritmo de programacién
secuencial cuadratica ampliamente extendido en el campo de la fiabilidad estructural es el
debido a Powell [134].

A continuacién se va a desarrollar el método propuesto por Hasofer y Lind [91], que se
puede considerar mas un procedimiento iterativo que una clase de algoritmo.

Algoritmo 2.1 (Método de Hasofer-Lind (FOSM)). Partiendo de la aproximacién
lineal de la funcién gz(z) en el punto z(*:

gz (z(”l)) ~ gz, (z(i)> + (z(iﬂ) — z(i))Tng (z(i)> =0, (2.52)
donde Vgz (Z(i)) = 0gz/ 9z(™. Y teniendo en cuenta que:

. L . (@)
20) = _a® 30, o) = Vgz () (2.53)

. L\ 1/2
(P60 5020

Sustituyendo (2.53)) en (2.52) y rearreglando la expresién se obtiene la siguiente férmula
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recurrente:
4 . . (4)
2t = —a | g0 4 92 (") ¥z (2.54)
(Voz (#9)" Tz (7))
El algoritmo queda por tanto:
» Entrada: Conjunto inicial de variables {Xi, Xo,..., X}, su funcién de densidad
conjunta fx, x,.. . x,(x1,%2,...,2,), y la regién de fallo gx(x1,z2,...,2z,) <O0.

» Salida: La probabilidad de fallo asociada a la region de fallo dada.

Paso 1: Transformacion de las variables { X1, Xs, ..., X,,} al espacio multinormal estdndar

{Z1,Z9,...,Z}.
Paso 2: Transformacion de la regién de fallo gx(x) = 0 a gz(z) = 0.
Paso 3: Seleccién del punto de inicio (x(1),z(1).

Paso 4: Obtencién de la distancia del punto z® al origen, éste serd la aproximacién i-ésima
del fndice de fiabilidad, ) = Vz®"z().

Paso 5: Obtencién de Vgz (z(i)) y los cosenos directores a'? del vector normal a la regién
de fallo gz (z(i)) = 0 mediante la férmula (2.53).

Paso 6: Calculo de gz (z(i)).

Paso 7: Obtencién de la nueva aproximacién del punto de disenio z(+'1) mediante la férmula
(2.54) y el indice de fiabilidad S0+ = Vz(i+D)7 z(i+1),

Paso 8: Siel valor de 3 o de gz(z) se estabiliza, se para el procedimiento. Si no, incrementar
1 en una unidad y continuar con el algoritmo en el paso 5.

En la figura [2.4] se muestra la interpretacién geométrica de cada una de las etapas del
procedimiento iterativo.
]

También es posible transformar la relacién (2.54) y expresarla en el espacio original X,
con lo que no se requiere la transformacién al espacio Z (véase Parkinson [131] y Li y Lumb
[107]):

. T .
o (X —px) Vox(x)
Vgx (x) " o xVgx (%)

x0T = py — oxVgx(x) (2.55)

donde Vgx(x) = (9gx/0x1,09x/0xa,...,09x/0x,)T, px es el vector de medias de las
variables aleatorias y o x es la matriz de varianzas-covarianzas.
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Z, Seccion A-A'
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— 82(2)=g3

Figura 2.4: Tlustracion grafica del método de Hasofer-Lind para el caso bidimensional, en
la que se aprecia la interpretacion geométrica de todas las variables que intervienen.

2.6.6. Limites de la probabilidad de fallo

La teoria FOSM se centraba en obtener un valor indicativo de la fiabilidad del sistema,
que ademads fuera invariante. Pero, jcémo se puede relacionar el indice de fiabilidad (3
obtenido con la probabilidad de superacién o fallo del estado limite?.

Todo depende de la forma de la funcién de estado limite, ya que si es lineal, se obtiene
la probabilidad de fallo exacta sin més que aplicar py = ®(—/3). En cambio si se aplica
esta formulacion a una ecuacién de estado limite no lineal, pueden pasar dos cosas: si la
regién de fallo es convexa con respecto a origen (véase la figura 2.6) la aproximacién es un
limite inferior de la probabilidad de fallo, y si es céncava como en la figura 2.5 es una cota
superior.

En el caso de que la funcién sea céncava y con una curvatura muy grande (véase la
figura [2.5) se puede calcular una cota superior de la probabilidad de fallo. En este caso se
aproxima la regién de fallo por una hiperesfera con centro en el origen y radio el indice de

fiabilidad 3. Como 3 Z2 ~ x2
=1

pr <P 7} > 8% =1-Fu(8?), (2.56)
i=1

donde F)2 es la funcién de distribucion de la variable aleatoria x? con n grados de libertad.
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Figura 2.5: Cota superior de la probabilidad de fallo cuando la region de fallo es convexa
con respecto al origen.

Noétese que esta cota estd muy del lado de la seguridad, por eso apenas se utiliza.

Sin embargo, se han propuesto otros muchos métodos, como los de Freudenthal [82],
Hasofer y Lind [91], Breitung [22], Castillo, Solares, y Gémez [43, 42, [44], y Haskin, Staple
y Ding [90], por ejemplo.

2.7. Meétodos de fiabilidad de primer orden (FORM)

En la seccién 2.6/ hemos visto la metodologia empleada para calcular la probabilidad de
fallo de un sistema considerando sélo los dos primeros momentos de las variables aleatorias.
En esta seccién se estudiard la aproximacién lineal del problema pero trabajando con las
distribuciones reales de las variables.

La metodologia es exactamente la misma que en el método FOSM lo tnico que cambia
es la transformacién de las variables aleatorias X = (X7, Xs,...,X,) al espacio normal
estandar multivariado Z = (Z1, Za, ..., Z,), que al trabajar con las funciones de densidad
exactas requeriran métodos de transformacion especiales.

2.7.1. Transformacién de las variables

La transformacién de una variable aleatoria X independiente con una distribucién cua-
lesquiera en una variable Z normalmente distribuida se conoce como transformacion normal
y se puede expresar matematicamente como:

Fx(x) = ®(z) obien z= & 1 (Fx(z)) (2.57)
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Figura 2.6: Cota superior de la probabilidad de fallo cuando la regién de fallo es concava
con respecto al origen.

donde Fx(x) es la funcién de distribucién de la variable X y ® es la funcién de distribucién
de la variable normal estandar Z ~ N(0, 1).

Obsérvese que la tranformacién normal requiere una transformacién intermedia en la
variable uniforme U = Fx(X) (véase la figura 5.5)).

En el caso de que las variables no sean independientes se puede aplicar la transformacion
de Rosenblatt [140]:

u = Fi(z)
Ug = FQ(&Z2|.CC1)

(2.58)
Up = Fn(ﬂin‘$1,ﬂf2,...,$n,1),

con lo que se obtienen las variables uniformes independientes U(0, 1), primer paso de la
figura 5.5. Posteriormente se aplica la transformacion normal a las variables uniformes y se
obtienen las Z, segundo paso de la figura 2.7:

21 (I):i (F1(z1))
2.2 = ¢ (F2($2‘$1)) (2.59)

zy = OY(E(zp|z1,20,. .. 20 1))
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Conjunto inicial Transformacién Conjunto de Z.=-1(U Conjunto de
de variables de Rosenblatt variables uniformes =0y variables
' : ———
independientes normales
X1, X - Ka) (U}, Uy, ...U,) (24,250 . Z,)

Figura 2.7: Ilustracion de cémo se transforma el conjunto inicial de variables en un con-
junto de variables uniformes indendientes primero, y en un conjunto de variables normales
independientes estandar después.

donde Fi(x1), Fa(zo|x1),. .., Fy(an|x1, 2, ..., 24—1) son las funciones de distribucién mar-
ginales de X y de las variables condicionales indicadas, respectivamente.

Antes de incorporar la transformacion de las variables al algoritmo, es necesario trans-
formar la ecuacién de estado limite de gx(x) a gz(z) y calcular el jacobiano J de la trans-
formacion (2.59) cuyos elementos son de la forma:

. 82]‘ . 1 8Fj(1‘j‘$1,l’2,...,x]‘_1)
& or;  ¢(z) ox;
Evidentemente, si i > j,0F;/0x; = 0, por lo tanto la matriz jacobiana es triangular
superior, v puede calcularse su inversa por simple sustituciéon hacia atrés.
El célculo de los gradientes Vgz(z) puede ser dificultoso porque en general no se dispone
de una expresién explicita de gz(z). En esos casos se procede de la siguiente manera, teniendo
en cuenta que:

. (2.60)

dgx (x) " 0gz(z) Dz 09z (z)
= =[J 2.61
al'j Z: 621- axj [ ] aZ ( 6 )
de tal forma que
dgx (x) Oz1 Oz 0z d9z(z)
61‘1 823‘1 8.1‘1 o 8.7}1 821
dgx (x) Oz1 Oz 0z d9z(z)
6:62 — 8%‘2 8.1‘2 o 8952 622 (2.62)
dgx (x) 0x 0Oz Ozn, d9z(z)
oz, 0x, Oz, Oz, 0z,
calculando la inversa del jacobiano
99z(z) dgx (x)
071 0x1
0gz(z) dgx (x)
0z —_ J—l 0xa (2.63)
99z(z) dgx (x)

0zn, Oxy,
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En los casos en los que no se dispone de la funciéon de densidad conjunta de las variables
que intervienen, sino que se tienen las funciones de distribucién marginales de cada una
de las variables Fx(x) y la matriz de correlacién p no se puede aplicar Rosenblatt, pero se
dispone de la transformaciéon de Nataf [124].

2.7.2. Algoritmo FORM

Se puede extender el algoritmo 2.1] para determinar el punto de disefio y el indice de
fiabilidad 8 de la teorfa FOSM al caso FORM (véase Hohenbichler y Rackwitz [94]).

Algoritmo 2.2 (Método FORM).

» Entrada: Conjunto inicial de variables {Xi, Xo,..., X}, su funcién de densidad
conjunta fx, x,..x,(x1,22,...,2,), y la region de fallo gx(x1,z2,...,2z,) <O0.

s Salida: La probabilidad de fallo asociada a la regién de fallo dada y el punto de
diseno.

Paso 1: Iniciacién i = 1 y seleccién del punto de inicio x(®.

Paso 2: Transformacion de las variables { X1, Xs,..., X,,} al espacio multinormal estdndar
{Z1,25,...,Z,} mediante (2.57) o (2.59) y obtencién de z).

Paso 3: Obtencién del jacobiano J mediante la expresién (2.60), y su inversa J~! por
sustitucion hacia atras.

Paso 4: Célculo de los cosenos directores a? de acuerdo a (2.62) y (2.31), evaluacién de
9x (x(i)) =gz (z(i)) y estimacién de 3 conforme a (2.32).

Paso 5: Obtencién de la nueva aproximacién del punto de disefio z(t1) mediante la férmula
(2.54) y de su indice de fiabilidad S+ = Vz(i+1)"z(i+1) Se puede calcular el punto
x(*1) usando la transformacién inversa de (2.59).

Paso 6: Siel valor de 3 o de gz(z) se estabiliza, se para el procedimiento. Si no, incrementar
1 en una unidad y continuar con el algoritmo en el paso 3.

Ejemplo computacional 2.1 (Método FORM). El siguiente ejemplo se encuentra en
Melchers [121] y estd adaptado de Dolinsky [69], y Hohenbichler y Rackwitz [94]. Es uno de
los pocos casos en los que se puede tratar analiticamente todo el problema. Considérese la
ecuacion de estado limite

gx(x) =6— 2.7}1 — T2

donde x son variables aleatorias con la siguiente funcion de densidad conjunta:

(ab— 14 axy + bxy + x122) exp (—azxy — bre — x1x2) si x1,22 >0

Ix(x) = { 0 en otro caso. (2.64)
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Las funciones de densidad marginales se obtienen integrando de la forma siguiente:

fxi(z1) = /fx(ivl,@)d@:aexp(—axl) (2.65)
xo=0

fra(@s) = [ fx(orm)dn = bexp (~bao) (2.66)
x1=0

la transformacion de Rosenblatt particularizada para este ejemplo sera:

D(z1) = Fi(xy) = /9310 fx,(w)dw =1 —exp(—azxy); Yr; >0 (2.67)

w=l

17 fx (@1, w)dw
fX1 (xl)
= 1- (1 + %) exp (—bxy — x1x2). (2.68)

®(20) = Fo(w2|z1) =

Por lo que la ecuacién de estado limite en funcién de z (véase la figura 2.8) queda como:
9z(2) = 6 = 2F " (®(21)) — Fy ' (®(22)) (2.69)

El jacobiano de la expresién (2.62) queda de la siguiente manera:

% % 1 6F1<{L‘1) 1 8F2($2‘£L’1)

J=| 91 Om _ | o(z1) Om P(22) Oy (2.70)
% % 1 aFl(CL‘l) 1 aF2(1}2|331)
Oxg Oxo ¢(z1) Oxg ?(22) A

Calculando las expresiones analiticas correspondientes se tiene:

1 a 1 xa(a + x2)
J— | oz)explaz1)  @(22) aexp (z2(b+z1)) (2.71)
0 1 (b+zxi)(a+x2)—1

P(z2) aexp (z2(b+ 1))

mientras que la inversa, calculada por sustitucion hacia atrés es

exp (az1) L) CXP (azxy)xa(a + z2)
Jfl _ <f7(21) a ¢( 2)0((0 + Iz)(b + $1) — 1) (272)
) 6(22) aexp (b+ x1)xe

(a+$2)(b+$1) -1

Supéngase que a = 1 y b = 2, el algoritmo 2.2/ procederia de la siguiente manera:

1. Iniciacién i = 1 y seleccién del punto de inicio x(!) = (1,4)7.
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g(2)=2  g(z2)=2

Figura 2.8: Ilustracién grafica del ejemplo computacional 2.1/ en el que muestran diferentes
contornos de la ecuacién de estado limite gz(z), el punto de inicio z | el correspondiente
a la segunda iteracién z? y el punto solucién z*.
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2. Transformacién del vector x(M) al z() = (0,337475,4,0072)7 (véase la figura 2.8)
mediante (2.67) y (2.68).

3. Obtencién del jacobiano J y su inversa J~! mediante las expresiones (2.71) y (2.72),

J— 0,976172 0,945074 . 1,02441 —1,46344
N 0 0,661552 )’ N 0 1,5116

4. Célculo de los cosenos directores all) (véase la figura2.8) de acuerdo a (2.62) y (2.31),
evaluacion de gx (X(l)) =9z (z(l)) y estimacién de S conforme a (2.32).

. 09z (z) dgx (x)
Ll 971 _ g o1 _ g < -2 ) _ < —0,585377 )
. 99z(z) dgx (x) ~1 —1,5116

822 81}2

de tal forma que como ¢ = 1,62099,

o) < —0,361124

0032518 > L gx(x) = 0; B = (0,337475% + 4,0072%) /P = 4,02139.

5. Obtencién de la nueva aproximacién del punto de disefio z®) mediante la férmula
(2.54). Se puede calcular el punto x(?) usando la transformacién inversa de (2.59),

2® = —a) « (B0 + gx (xW)/¢) = (1,45222,3,75002)"

x(?) = (2,61428,2,28018)" .

El algoritmo se repite hasta que los valores de x o de z se estabilizan, en la tabla 2.2/ se
muestra la evolucion de las variables durante la ejecucion del algoritmo. Los valores solucién
correspondientes a la ultima fila de la tabla son:

x* = (2,90434,0,191314)7, z* = (1,60013,0,084909)" y 5* = 1,60238.
|

Este mismo problema se podria haber resuelto mediante algiin método de optimizacion,
a continuacion se presenta el cédigo perteneciente al programa de optimizacién GAMS
(General Algebraic Modelling System) para resolver el problema con el método del gradiente
reducido generalizado.

$title Ejemplo computacional

file out /libro.out/;
put out;
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Cuadro 2.2: Evolucion del algoritmo 2.2 para el ejemplo computacional 2.1.

i ng) mg) ZY) zél) 300 97(z)
1| 4,00000 | 1,000000 | 0,33747 | 4,007200 | 4,02139 0,00000
2 | 2,61428 | 2,280180 | 1,45222 | 3,750020 | 3,50844 —1,50875
3| 7,74292 | 0,226621 | 3,33027 | 1,103810 | 2,13942 —9,71246
4 1 4,12096 | 0,142202 | 2,13873 | 0,054346 | 1,65564 —2,38413
51 3,01625 | 0,179809 | 1,65478 | 0,053338 | 1,60332 —0,21232
6 | 2,90687 | 0,189931 | 1,60138 | 0,078868 | 1,60239 | —3,68037 x 103
7 12,90442 | 0,191209 | 1,60017 | 0,084425 | 1,60238 | —4,32695 x 10~°
8 | 2,90435 | 0,191307 | 1,60013 | 0,084875 | 1,60238 | —2,64198 x 10~
9 | 2,90434 | 0,191314 | 1,60013 | 0,084909 | 1,60238 | —1,32413 x 10~*
SETS
I numero de variables aleatorias /1*2/;
SCALARS
pi /3.1415926535898/;
PARAMETERS
a /1.0/
b /2.0/;
VARIABLES

beta indice de fiabilidad

pf probabilidad de fallo (FORM)

z(I) variables aleatorias normales;
POSITIVE VARIABLES

x(I) variables aleatorias;
EQUATIONS
betadef definicion del indice de fiabilidad
Zdefl transformacion de Rosenblatt para la variable 1
Zdef2 transformacion de Rosenblatt para la variable 2
verdef ecuacion de estado limite;

betadef. .beta=e=sqrt (sum(I,sqr(z(I))));

Zdefl. .errorf(z(’1’))=e=1-exp(-a*x(’1’));

Zdef2. .errorf(z(’2’))=e=1-(1+x(’2’) /a)*exp(-b*x(’2’)-x(’1’)*x(’2°));
verdef..0=e=6-2*%x(’1’)-x(’27);

MODEL ejemplo/betadef,Zdefl,Zdef2,verdef/;
* Valores iniciales de las variables

x.1(’1°)=1.0;
x.1(°2°)=4.0;
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put "Valores iniciales"//;
loop(T,

put "x(",I.t1l:1,")= ",x.1(I):12:8/;
)3

*Resolucion del modelo
SOLVE ejemplo USING nlp MINIMIZING beta;

put "pf= ", (errorf(-beta.l)):12:8,", modelstat= ",ejemplo.modelstat,

", solvestat= ",ejemplo.solvestat/;
put "beta= ",(beta.l):12:8/;
loop(T,

put "z(",I.tl:1,")= ",z.1(1):12:8/;
);
loop(I,

put "x(",I.tl:1,")= ",x.1(I):12:8/;
);

Tras ejecutar se obtendra la solucién en el fichero ‘libro.out’, que tendra la forma si-
guiente:

Valores iniciales

x()= 1.00000000
x(2)=  4.00000000
pf= 0.05453556, modelstat= 2.00, solvestat= 1.00
beta= 1.60238010
z(1)= 1.60012890
z(2)=  0.08490869
x(1)= 2.90434319
x(2)= 0.19131363

Como se puede comprobar la solucién es la misma que la del ejemplo computacional 2.1
pero se observa la simplicidad de utilizar un paquete de optimizacién estandar.

2.7.3. Aplicacion del método FORM al rebase de diques en talud

Los diques de escollera como el de la figura 2.9 se construyen a lo largo de las playas
y de la linea de costa para proteger la zona costera de la acciéon del oleaje durante los
temporales. El cuerpo del dique, ha de ser lo suficientemente resistente para soportar la
accion del oleaje, y lo suficientemente alto para impedir el rebase de agua. Este fenémeno
depende principalmente de relacién entre la altura de ola que incide sobre la estructura y
el francobordo de la estructura, es decir, la altura relativa entre el nivel del mar y la cresta
del dique. Asi, se producira rebase cuando el ascenso por la pendiente del talud (‘run-up’)
producido por una ola incidente sea mayor que el francobordo.



2.7. METODOS DE FIABILIDAD DE PRIMER ORDEN (FORM) 49

Ola
incidente

Dy : Profundidad de agua de disefio

Run up
H: Altura de ola incidente

0O ascenso

F.: Francobordo

Figura 2.9: Tlustracién del dique en talud y sus principales elementos.

Losada y Giménez Curto (1979) propusieron una expresion experimental para el cédlculo
del ascenso (Ry),

R, = A,H (1 —exp(B,1I})), (2.73)
donde

R,: maximo ascenso de agua.
I,: nimero de Irribarren I, ~ 1,257 tan /v H, para profundidades reducidas.
A, v By: parametros experimentales dependientes del tipo de material,.

H y T: altura y periodo de la ola incidente, respectivamente.

tan (: pendiente del talud.

Por tanto, la ecuacién de estado limite (verificacién de fallo) es
9(Ay, By, H,T)=F.— R, <0, (2.74)

donde Fy es el francobordo. Nétese, que si F, es menor que R,, entonces g(A,,, By, H,T) < 0,
que significa que ha habido rebase.
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Hipétesis del modelo

Para el cdlculo de la fiabilidad frente al rebase se hacen las siguientes hipétesis:

1. A,y B, son variables aleatorias normales independientes entre ellas, e independientes
de (H,T), ya que dependen del tipo de material y su disposicién en el talud.

2. La funcién de densidad de la altura relativa de ola es una distribucién de Raileigh
Fr(h) =1 — exp (—1,4162h?), (2.75)

donde h = H/H; es la altura relativa y Hy es la altura de ola significante de un estado
de mar.

3. La funcién de densidad conjunta (H/H,,T/T,) sigue una distribucién de Longuet-

Higgins (LH (v)), es decir:
. 1 1 - ) 1\ 1\ | »*
(2.76)

donde t = T/T, y T es el periodo medio de paso por cero.

Finalmente, la distribucién de periodos para un cierto rango de altura de ola puede
obtenerse de la formula de la funcién de densidad condicionada como

7, 21,2
F(th) = f(;’(’;’) ) _ 1’:;%6/’%@ (L‘ﬂlgh(t 1)2) . (2.77)

Esta funcién de densidad es una normal de media uno. La desviacion tipica se obtiene

de forma inmediata como:
v

)= ——.
o(t) 1,416v/2h

Esta ecuacién indica que el rango de la distribucién de periodos de acuerdo a una altura
de ola es inversamente proporcional a la altura de ola. Asi, las alturas de ola més pequenas
tienen una distribucién de periodos mas ancha.

La teoria anterior se ha confirmado que es aplicable siempre que se trabaje con oleajes
de espectro estrecho, es decir, valores bajos del pardmetro v (v < 0,36).

En la tabla 2.3 se describen las hipdtesis estadisticas del modelo para las cuatro variables
aleatorias A,, By, H y T.

Aplicacién del método FORM estandar

Se van a cambiar en ciertos aspectos las directrices del algoritmo 2.2 para obtener una
interpretacion distinta pero equivalente del problema, se tienen que realizar los siguientes
pasos:
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Cuadro 2.3: Distribuciones estadisticas de las variables en el ejemplo de rebase.

Variable Distribucién
A, N(1,05,0,210%)
B, N(—0,67,0,1342)
H/H, Raileigh(Hs = 5)
(H/H,,T/T,) | LH(v = 0,25),T, = 10

1. Determinacion de la transformacién de Rosenblatt

up = @ ((Ay—ma)/5a)
uz = @ ((By—myp)/sp)
us = Fy(H/H,) (2.78)

( T/T, —1 >
uy = ¢ ———
v/(1,416/2h)
2. Transformacion al espacio multinormal estandar Z

z21 = (Au_ma)/sa

2 = (Bu_mb)/sb

z3 = O (Fy(H/Hy)) (2.79)
T/T, -1

zZ4 =

v/(1,416v/2h)
3. Comienzo del procedimiento iterativo:

a) Seleccién de un punto inicial en términos de las variables aleatorias
T
<) — (Ag),Bg),H<1)7T<1>) ,
asi usando (2.79) se obtiene el punto inicial

T
4 — (%1)’251),2&1)’2‘(11)) .

b) Mediante el desarrollo en serie de Taylor se linealiza la ecuacién de estado limite
gz (z) transformada de la (2.74)

9z(2) = gz (z(l)) + 6gza(zz(1)) (z - z(l)) .

La ecuacién de verificacion gz (z(l)) = gx (x(l)) se obtiene inmediatamente sin
mas que sustituir en (2.74)), en cambio la derivada dgz (z(l)) /0z es mas compli-
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cada de evaluar,

Ogx 0A, Ogx 0B, Ogx OH Ogx 0T
A, 021 0B, 0z = OH 8z = OT 0z
Ogx 0A, Ogx 0B, Ogx OH 0Ogx 0T
99z(2) _ | 9A, 9z, ' OB, 0z = OH 0z = OT 0z
0z agx 0A, 3gx 0B, agx o0H 8gx oT
A, 023 OB, 0z3  OH 0z 0T 0z
Ogx 0A, Ogx 0B, Ogx OH 0Ogx 0T
A, 024 = OB, 0z4 = OH 8zy 0T 0z
0A, 0B, O0H 0T dgx
821 9z 9x Ozm 9A,
0A, 0B, O0H 0T 0gx
— J—laﬁ _ O0zp 0Oz 3722 3722 0B,
ox oA, 0B, OH 0T dgx
623 823 a72'3 87'23 87H
0A, 0B, O0H 0T ogx
Ozy Oz4 0Ozy Oz T

donde J71 es el inverso del jacobiano de la transformacién de Rosenblatt J que

en este caso es,

82’1 82’2 62’3 82’4
0A, O0A, 04, 0A,
82’1 82’2 8Z3 82’4
| oB. 0B, 9z 0B, | _
82’1 822 823 (‘9,24
OH 0OH O0H 0H
82’1 82’2 823 82’4
or 9T 9T T
1
— 0 0 0
Oq
1
— 0 0
_ Ob
B 0 aq)—l (FH(H/HS)) T/Tz* 1
OH (v/v2(H?/H,)1,416)
0 0 0 DEE

(v/V2(H/H;)1,416)

(2.80)
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. og
mientras que — es,
ox

gj)i —H (1 — exp (ByI}))

ggB)Z ) HAI exp(ByI;)

%CJ% —Ay (1 — exp(Byly)) + HA, B, exp(By r)gﬁ(
%g% HA,B, exp(Bufr)géi

53

(2.81)

¢) Como en el punto solucién se ha de cumplir que gz(z) = 0, se calcula la siguiente

estimacién del punto de diseno como

Lo 9z2(2Y)
dgz (zV) [0z

(2.82)

Noétese que esta expresion es la misma que (2.52) y, por tanto, igual a (2.54).

d) Se continua el procedimiento iterativo hasta que z o [ se estabiliza.

Mediante técnicas de optimizacién

Se va a plantear el problema desde el punto de vista de la optimizacién utilizando un

paquete estandar para su resolucién. El planteamiento global del problema sera:

n 1/2
Minimizar <Z z?)

21,22, 23, %4 i=1
sujeto a
1 = (Au - ma)/sa
z2 = (Bu—mw)/s
®(23) = Fu(H/H;)
T/T, —1
Z4 =

(v/v/2h1,416)
0 = F,— AH (1 — exp (1,25BuTtanﬂ/\/E)> .

A continuacién se lista el fichero GAMS para la resolucién de este problemas:

$title Rebase
file out /rebase.out/;
put out;

SETS
I numero de variables aleatorias /1%*4/;

(2.83)

(2.84)
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SCALARS
pi /3.1415926535898/
a valor asociado a la distribucion de Raileigh /1.416/;

PARAMETERS
ma valor medio de Au /1.05/
sa desviacion estandar de Au /0.210/
mb valor medio de Bu /-0.67/
sb desviacion estandar de Bu /0.134/
Hs altura significante del estado de mar /5.0/
Tz periodo medio del estado de mar /10.0/
nu coeficiente de anchura espectral /0.25/
tanb pendiente del talud
Fc francobordo /10/;
tanb=1/1.5;

VARIABLES
beta indice de fiabilidad
z(I) variables normales estandar
x(I) variables aleatorias;

EQUATIONS
betadef definicion del indice de fiabilidad
Zdefl transformacion de Rosenblatt asociada a Au
Zdef2 transformacion de Rosenblatt asociada a Bu
Zdef3 transformacion de Rosenblatt asociada a H
Zdef4 transformacion de Rosenblatt asociada a T,H
verdef ecuacion de estado limite para el rebase;

betadef. .beta=e=sqrt (sum(I,sqr(Z(I))));

Zdefl..Z(’1’)=e=(X(’1’)-ma)/sa;

Zdef2..Z2(’2’)=e=(X(’2’)-mb) /sb;

Zdef3. .errorf(Z(’3’))=e=1-exp(-sqr(a*X(’3’)/Hs));
Zdefd..Z(’4’)=e=(X(’4’)/Tz-1)*(sqrt (2)*a*X(’3’) /Hs) /nu;
verdef..0=e=Fc-X(’1’)*X(’3’)*x(1-exp(X(’2°)*1.25%X(’4’)*xtanb/sqrt (X(’3’))));

MODEL rebase/betadef,Zdefl,Zdef2,Zdef3,Zdef4,verdef/;

Inicializacion de la variables
.1(I)=0;

.1(°1°)=ma;

.1(°2°)=mb;

.1(°3°)=2.93981;

1(°4°)=Tz;

o> <IN ¥
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put "Valores iniciales"/;
loop(T,
put "X(",I.tl:1,")= ",X.1(I):12:8/;

);
loop(I,

put "Z(",I.tl:1,")= ",Z.1(1):12:8/;
)

SOLVE rebase USING nlp MINIMIZING beta;

put "pf= ", (errorf(-beta.l)):12:8,", modelstat= ",rebase.modelstat,",
solvestat= ",rebase.solvestat/;
put "beta= ",beta.l:12:8/;
loop(I,
put "Z(",I.tl:1,")= ",Z.1(1):12:8/;
)
Put ""/;

put ""/;
loop (T,

put "X(",I.tl:1,")= ",X.1(I):12:8/;
);

Ejemplo numérico

Aplicando las dos metodologias con los siguientes datos:

mqe = 1,05; s, =0,210; my = —0,67; s, =0,134; Hg = 5;

T, =10; v =025 tanf3=1/15; F,=10, (2.85)

se obtiene el mismo resultado, como era de esperar. El indice de fiabilidad es §* = 3,07867,
con lo que la probabilidad de ﬁﬂk)esiguala/p} = 0,0010396. Esto implica que la pro-
babilidad de que una ola en un estado de mar definido por Hy y 1, produzca rebase es
aproximadamente del 0,1 %. Los valores de las variables en el punto de mdxima verosimili-
tud o diseno en ambos espacios son:

2] = 1,6287; 25 = —0,5308; 23 = 2,5483; z; = 0,2233;
Ar =1,3920; B; = —0,7411; H* =8,0669; T* =10,1728.

FEl fichero de salida ‘rebase.out’, tendra la forma siguiente:

Valores iniciales

X(D= 1.05000000
X(2)= -0.67000000
X(3)= 2.93981000
X(4)= 10.00000000
Z(= 0.00000000
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Z(2)=  0.00000000
Z(3)=  0.00000000
Z(4)=  0.00000000
pi= 0.00103957, modelstat= 2.00, solvestat= 1.00
beta=  3.07866894
zZ(1)= 1.62869708
Z(2)= -0.53081131
Z(3)= 2.54831685
Z(4)=  0.22331340

X(1)=  1.39202639
X(2)= -0.74112872
X(3)= 8.06687811
X(4)= 10.17279893

2.8. Métodos de segundo orden (SORM)

Los métodos de primer orden estudiados en las secciones precedentes, pueden no ser
satisfactorios si la ecuacién de estado limite tiene una curvatura significativa. Incluso, ecua-
ciones de estado limite aparentemente lineales o con poca curvatura en el espacio original
X pueden tener una gran curvatura en el espacio transformado Z.

Para estos casos hay otras aproximaciones posibles, como muestran Breitung [22], Casti-
llo, Solares, y Gémez [42}143], 144], Haskin, Staple y Ding [90]. Muchas de ellas estan basadas
en el la utilizacién de aproximaciones de segundo orden (SORM, ‘second order reliabili-
ty methods’) como en Breitung [22], Tvedt [162], Der Kiureghian et al. [60], Koyluoglu y
Nielsen [104], etc.)

2.8.1. Meétodos

Los métodos de segundo orden tratan de aproximar las ecuaciones de estado limite
ultimo por aproximaciones parabodlicas o esféricas en el entorno del punto de disefio o de
méxima verosimilitud.

Tras una aproximacién parabdlica de la regién de fallo, la integral (2.1) puede expresarse
de la siguiente manera (véase Madsen et al. [114]):

00 00 ﬁ—l—Z:-:ll kzzf/Q
R=1-p;= / / d(x1) ... Pp(xn—1) / d(xp)drpdr,—1 ...dry  (2.86)

donde R es la fiabilidad del sistema, ¢(-) es la funcién de densidad de la variable normal
estandar y k; = 0%z, / 0%z; son las curvaturas principales de la ecuacién de estado limite
9z(z*) en el punto de diseno z*, que pueden calcularse como los autovalores del Hessiano.
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Breitung [22] obtuvo una férmula asintética que aproxima la probabilidad exacta de

fallo cuando 8 — oc:
n—1

pr=o(=p) [J (1 + BR)~'72, (2.87)
i=1
donde ®(-) es la funcién de distribucién de la variable normal estdndar. Esta férmula es
valida sélo si Bk; > —1 y da buenos resultados con valores altos de .
Para valores moderados del indice de fiabilidad 3, Tvedt [162] introdujo una aproxi-
macién de tres términos en la que los dos 1ltimos pueden interpretarse como correctores de
la férmula de Breitung:

pr = A1+ A+ A (2.88)
n—1
A1 = (-8 [J @+ Bk) /2 (2.89)
=1
n—1 n—1
A2 = [ﬂ‘1>(—ﬁ)—¢(ﬂ)]{H(1+ﬁ/ﬂ)_1/z—H(1+(ﬁ—1)ki)‘”2} (2.90)
=1 1=1

n—1

H(1+<ﬂ+j>ki>1/2]} (2.91)

=1

n—1

A3 = (B+1)[B0(-B)—0(B)] {H(lwki)l/?—Re

=1

donde j es la variable imaginaria. El segundo y tercer término no proporcionan una correc-
cion suficientemente precisa para valores bajos de 8 en todos los casos. Y al igual que la
férmula de Breitung no funciona bien con curvaturas negativas, e incluso hay singularidades
si la curvatura se aproxima a la de la esfera con centro el origen y radio 3.

Posteriormente Tvedt [163] obtuvo una nueva formulacién en el dominio complejo en
la que se calcula la fiabilidad invirtiendo la funcién caracteristica para la aproximacion
cuadratica. Tras introducir una nueva variable aleatoria B = X,, — Z?:_ll kiX2/2 cuya
funcién caracteristica es

n—1

1
Mp(6) = E [exp (j8B)] = exp (—292) [T+ ko)1 (2.92)
i=1
la férmula propuesta simplificada es
B 1 i
R=1-p; = PB<B= [ o / exp (jul) Mp(0)didu
oo 2T
> i (2.93)
=0 5+ sm 80 + - Zarctan (ki 9)) T:)fp( b°/2) o
0 TT (1 + Kk262)1/4
i=1

Tvedt derivd la expresion en el dominio complejo pero se ha transformado al dominio
real para simplificar. Esta férmula es exacta para integrales SORM, y aplicable para todo
tipo de curvaturas y valores de [ sin embargo requiere la integracién numérica de (2.93),
aunque es una integral unidimensional.
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Una versiéon mads sencilla y que parece prometedora es la aproximaciéon propuesta por
Koyluoglu y Nielsen [104], que utiliza una aproximacién polinomial del gradiente de la
funcién de densidad conjunta en el punto de diserio.

2.9. Problemas de Optimizaciéon Basados en Fiabilidad

La era moderna de la optimizacién estructural comenzé hace 35 anos con el trabajo
pionero de Smicht [150], que mostré claramente que los problemas de disefio estructural
pueden plantearse como problemas de programacién matematica. Y dado que las técnicas
de optimizacién se han desarrollado enormemente, parece légico que se traten de utilizar
estas metodologias para el diseno.

Hay dos filosofias de diseno, intimamente ligadas a las distintas medidas de la fiabilidad
estructural (véase el capitulo [1)): optimizacién estructural determinista (DSO, ‘Determin-
istic Structural Optimization’), y la optimizacién estructural basada en fiabilidad (RBSO,
‘Reliability-Based Structural Optimization’). Dado que los problemas ingenieriles son clara-
mente no deterministas nos vamos a centrar en esta dltima.

En las dltimas tres décadas se ha publicado una gran cantidad de literatura relativa a
estos asuntos Murotsu, Kishi, Okada, Yonezawa y Taguchi [123], Sorensen [152, [153], para
una revisién exhaustiva de la misma véase Frangopol [80]. Algunas de ellas incluyen las
conferencias ICOSSAR-IASSAR: Kobe 1985 (Konishi et al. [103]), San Francisco 1989 (Ang
et al. [6]), Insbruck 1993 (SchYeller et al. [147]). Las tltimas conferencias ICASP-CERRA:
Florencia 1983 (Augusti et al. [8]), Vancouver 1987 (Lind [109]), México 1991 (Esteva y
Ruiz [75]) y Paris 1995 (Lemaire et al. [106]). Las Conferencias Especiales sobre Mecanica
Probabilista y Fiabilidad Estructural: Berkeley 1984 (Wen [169]), BlacksBurg 1988 (Spanos
[156]) y Denver 1992 (Lin [108]). Las seis conferencias sobre Fiabilidad y Optimizacién de
Sistemas Structurales del Grupo de Trabajo IFIP 7.5: Aalborg 1987 (Thoft-Christensen
[159]), Londres 1988 (Thoft-Christensen [160]), Berkeley 1990 (Der Kiureghian y Thoft
Christensen [62]) Munich 1991 (Rackwitz y Thoft-Christensen [137]), Takamatsu-shi 1993
(Thoft Christensen y Ishikawa [161]) y Assisi 1994 (Rackwitz et al. [135]).

El principal objetivo en el diseno estructural es conseguir estructuras con niveles de fiabi-
lidad satisfactorios y lo més baratas posibles. Este requerimiento contradictorio usualmente
se consigue mediante métodos deterministas basados en cédigos, existen una gran cantidad
de métodos numéricos que resuelven este tipo de problemas (véase Arora [7], Vanderplaats
[164], Adeli [4], Bazaraa et al. [14], Castillo et al. [29], Luenberger [113]), pero actualmente,
estamos en disposicién de incluir la parte estadistica del problema (véase Blockley [20],
Ditlevsen y Madsen [67], Eurocédigo [76], ROM [56], Freudenthal [82], Madsen et al. [114],
Melchers [121], Steward y Melchers [157], Wirsching y Wu [170], Wu, Burnside y Cruse
[174]). La minimizacién del coste no es la tnica funcién objetivo propuesta, de hecho en la
optimizacion determinista usualmente se minimiza el volumen o peso sujeto a las restric-
ciones impuestas por los cédigos para los esfuerzos, desplazamientos, etc. Y puede ser de
interés un diseno que maximice la utilidad de la estructura, u otra funcion objetivo que se
nos ocurra. Uno de los aspectos mas complicados a la hora de definir la funcién objetivo de
un problema basado en la fiabilidad es dar un coste monetario a los heridos o muertos que
se pudieran producir, sin embargo, cuando se prescinde de ese término, se pueden disenar



2.9. PROBLEMAS DE OPTIMIZACION BASADOS EN FIABILIDAD 59

estructuras optimas durante la vida til de la obra teniendo en cuenta costes directos, costes
de reparacién, mantenimiento, etc.

2.9.1. Revision del estado del arte

En esta subseccion se recoge una recopilacién de trabajos relacionados con la opti-
mizacién estructural (véase Enevoldsen [70] y Enevoldsen y Sorensen [73]). En el capitulo
7| se presenta una recopilacién de los problemas tratados en esta tesis.

Los problemas basicos que se presentan en la optimizacién estructural tratan de mini-
mizar una funcién objetivo teniendo en consideracion la fiabilidad del sistema, es decir que
se anaden restricciones de fiabilidad, pero no sdlo asociadas a modos de fallo independien-
tes sino también relativas a sistemas tanto en serie como en paralelo (véase Enevoldsen y
Sorensen [72], Royset, Der Kiureghian y Polak [142] o Der Kiureghian y Polak [61]). Las
primeras aproximaciones al problema se concentraron en una optimizacién con dos niveles
usando los métodos FORM, y también en una aproximacién en un nivel donde el proble-
ma asociado a la fiabilidad se reemplazaba por las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker del
problema FORM (Madsen y Friis Hansen [115] y Kuschel y Rackwitz [105]). La primera
aproximacion tiene dos problemas (Kirjner-Neto et al. [102]): el primero que no es posible
probar la convergencia de algoritmos estandar. El segundo es que requiere la evaluacién de
muchos indices de fiabilidad, que puede ser computacionalmente caro, ademas estd limitado
al uso de FORM, su extensién a SORM u otros métodos de fiabilidad es problematica. La
segunda aproximacién tiene varias desventajas, el método requiere las derivadas segundas
de la ecuacién de estado limite, y esta limitada a aproximaciones FORM y SORM y a
problemas con fiabilidades asociadas a componentes. Para sistemas, sélo se puede aplicar a
sistemas en serie separables, es decir, a aquellos en los que la correlacion entre modos de
fallo es despreciable. El método de la superficie de respuesta (‘Response Surface Method’) se
ha utilizado para obtener una solucién aproximada usando dos niveles (Gasser y Schueller
[86]). También ha habido esfuerzos para usar optimizacién estocéstica, Marti [117]) y Der
Kiureghian y Polak [61] han reformulado los problemas de diseno relativos a fiabilidad a
problemas de optimizacién semiinfinitos (Polak [132]). Kirjener-Neto et al. [102] desarrolla-
ron una aproximacion externa para resolver problemas con restricciones en componentes, y
Der Kiureghian y Polak lo extendieron a sistemas estructurales introduciendo los célculos
relativos a fiabilidad independientemente del procedimiento de optimizacién.
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Capitulo 3

Dualidad

3.1. Introduccion

Este capitulo trata la dualidad en problemas de optimizacién [13]. Dado un problema
de optimizacion, denominado problema primal, existe otro problema intimamente ligado a
él, denominado problema dual. Dado que la dualidad es una relacién simétrica, es decir,
el dual del problema dual es el primal, ambos problemas son duales el uno del otro. De
aqui en adelante se presentaran una serie de ejemplos que reforzaran el entendimiento de
este concepto tan importante.

Bajo ciertas hipdtesis, los problemas primal y dual alcanzan el mismo valor éptimo de
la funcién objetivo; por tanto es posible resolver el problema primal indirectamente sin mas
que resolver su correspondiente problema dual. Esto puede conllevar importantes ventajas
desde el punto de vista computacional.

Como se mostrara mas adelante, los valores de las variables duales dan las sensibilidades
de la funcién objetivo con respecto a cambios en las restricciones.

Ademss las variables duales constituyen la informacién intercambiada entre el problema
maestro y los subproblemas en la mayoria de las técnicas de descomposicion existentes; de
ahi, que el concepto de dualidad sea muy importante en esta tesis doctoral.

En la Seccion 3.2 se describen las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker.
Como el planteamiento matematico de los problemas duales en programacién lineal y no
lineal tiene diferencias sustanciales, se trataran por separado en las Secciones 3.3 y 3.4
respectivamente. Sin embargo, se mostrara mas tarde su equivalencia.

3.2. Condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker

El problema general de programacién matematica, también llamado el problema de
programacion no lineal (PPNL), se define como

Minimizar z = f(x1,...,zy) (3.1)
Tlye-ey Ty

61
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sujeto a
hl(ﬂfl,...,l‘n) = 0
hﬁ(wla"wxn) =0
g1(z1,...,zp) < 0
gm($1a---7$n) S 0
Su forma compacta es
Minimizar z = f(x) (3.2)
b
sujeto a
h(x) = 0 (3.3)
gx) < 0 (3-4)
donde x = (x1,...,2,)" es el vector de las variables de decision, f : R™ — IR es la funcién
objetivo, y h : R" — R’y g : R® — R™, donde h(x) = (hi(x),...,h(x))" y g(x) =
(g1(x),...,gm(x))T, son, respectivamente, las restricciones de igualdad y desigualdad. Para

que este problema sea propiamente no lineal, al menos una de las funciones involucradas
en la formulacién debe serlo. Cualquier vector x € IR"™ que satisface las restricciones se
denomina solucion factible, y el conjunto de todas las soluciones factibles se denomina
region factible.

El resultado mas importante en el campo de la programacion no lineal es el que lleva a
las condiciones de Karush, Kuhn and Tucker. Estas condiciones deben ser satisfechas por la
solucién 6ptima de cualquier problema lineal y de la mayoria de los problemas no lineales.
Constituyen la base de muchos algoritmos computacionales y proporcionan un criterio de
parada para muchos otros, permitiendo establecer cuando ha sido alcanzado un éptimo local
restringido.

En los problemas diferenciables de optimizacién no restringida la condicién necesaria
para que una solucién sea minimo local es que se anule el gradiente. Por el contrario,
esta propiedad no es cierta para problemas diferenciables restringidos. Las condiciones de
Karush—-Kuhn—Tucker generalizan la condicién necesaria desarrollada para problemas no
restringidos a los problemas con restricciones.

Definicién 3.1 (Condiciones de Karush—Kuhn—-Tucker (CKKT)). El vector x €
R"™ satisface las CKKT para el PPLN (3.2)—(3.4) si existe un par de vectores p € R™ y
X € RY tales que

l m

V) + ) MVhe(x)+ > p;Vgi(x) = 0 (3.5)
k=1 j=1

hi(x) = Ok=1,....0 (3.6)

gj(x) < 0,j=1,....m (3.7)

pigi(x) = 0,5=1,...,m (3.8)

pi > 0,j=1,...,m (3.9)
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f(x)=9

X2

2.5 Region factible

0.5 1 1.5 2 2.5 X 3

Figura 3.1: Ilustracién de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para el caso de una re-
striccion de desigualdad en el caso bidimensional.

Los vectores g y A se denominan multiplicadores de Kuhn—Tucker. La condicién (3.8) es
conocida con el nombre de condicion de complementariedad, la condicién (3.8) requiere la no
negatividad de los multiplicadores, y es llamada condicion de factibilidad dual, y (3.7)—(3.6))
se denominan condiciones de factibilidad primal.

La génesis de estas condiciones de optimalidad de primer orden (CKKT) puede ser
motivada en el caso de dos variables independientes, como se muestra en las Figuras 3.1}
3.2 y13.3.

Considérese el caso de una restriccién de desigualdad (véase la Figura[3.1)), que separa el
plano IR? en dos regiones. En una de ellas se cumple la restriccién (regién de factibilidad), y
en la otra no. Las soluciones factibles son aquellas que estan en la regién factible incluyendo
la linea que separa ambas regiones. Si el minimo de la funcién objetivo se alcanzara en el
interior de la regién factible, la restriccién de desigualdad no seria activa y el multiplicador
asociado seria nulo (u; = 0). Por el contrario, si se alcanza el minimo en un punto del
contorno, la restriccién seria activa. El problema en este caso seria equivalente a considerar
una restricciéon de igualdad, y en el minimo, los gradientes de la funcién objetivo y de
la restriccién serian paralelos (véase la Figura 3.1). Deben apuntar en sentidos opuestos
ya que la funcién ha de disminuir cuando uno se mueve hacia el interior de la regién
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%2 g:(x)=0 Region factible

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 3.2: Tlustracion de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para el caso de dos res-
tricciones de desigualdad en el caso bidimensional.

factible, mientras que la restriccién se hace mas negativa y por tanto disminuye su valor.
El multiplicador es por tanto, o bien positivo o cero. Esto es lo que las condiciones de
optimalidad dicen en esta situacion.

Si se anade una nueva restriccién de desigualdad (véase la Figura3.2), la ecuacién (3.5)
requeriria que, si se multiplican los gradientes de cada una de las restricciones en el punto
solucién (g1 (x*) y g2(x*)) por su multiplicador correspondiente, el vector suma debe ser
igual al gradiente negativo de la funcién objetivo, como se muestra en la Figura [3.2.

Ahora considérese el caso de una restriccién de desigualdad y una de igualdad (véase
la Figura 3.3). Satisfacer las restricciones es equivalente a moverse a lo largo de la curva
que representa la condiciéon de igualdad, pero dentro de la regién de factibilidad definida
por la restriccién de desigualdad. Al moverse sobre esa curva, los contornos de la funcién
objetivo han de disminuir para ir obteniendo valores menores de la funcién objetivo. Cuando
se alcanza el punto en el que la restriccion de desigualdad se cumple estrictamente, los
gradientes de la funcién objetivo y de las restricciones son linealmente dependientes. Eso es
lo que determinan las condiciones de optimalidad de primer orden (véase la Figura 3.3).

Comentario 3.1 (casos especiales.) Si en un determinado PPNL un cierto tipo de res-
triccion (igualdad o desigualdad) no estd presente, estas restricciones y sus correspondientes
multiplicadores tampoco lo estardn en las correspondientes CKKT. La forma de las CKKT
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3
X2 g1(x)=0 Region factible
definida por
la desigualdad
2.5
™~

2t
1.5

1
0.5+

0.5 1

Figura 3.3: Ilustracién de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para el caso de una re-
striccién de desigualdad y una restriccion de igualdad en el caso bidimensional.

para estos casos son
1. (Problemas no restringidos.) En este caso se tiene sdlo la condicion

Vfx)=0.

2. (Problemas con sélo restricciones de igualdad). Las CKKT son una extension
del método cldsico de los multiplicadores. Este método aparece cuando el PPNL tiene
exclusivamente restricciones de iqualdad, y las CKKT tienen la forma

4
V) + ) MVhi(x) = 0 (3.10)
k=1
he(x) = 0, k=1,...,¢

3. (Problemas con sélo restricciones de desigualdad). Las CKKTs son

Vi) + > pmVgi(x) = 0

Jj=1
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gi(x) < 0,5=1,...,m (3.11)
pigi(x) = 0, j=1,...,m
:uj 2 Oa J = 17 y M

[ |

Si se define la funcién Lagrangiana como

L(x, 1, A) = f(x) + ATh(x) + " g(x)

se pueden escribir la CKKTs como

Notese que uTVuﬁ(x,u,)\) = 0 es equivalente pjg;(x) = 0,5 = 1,...,m debido a que
VH‘C(Xa K, )‘) <0 y p > 0.

Caso especial de restricciones de igualdad

Considérese el siguiente problema.

Minimizar z = f(x) (3.12)
X
sujeto a
h(x) =0 (3.13)

Las CKKTs para este problema en el que sélo se tienen restricciones de igualdad cons-
tituyen un sistema de ecuaciones no lineales

VXE(X, A) - 0

hx) — 0 (3.14)

donde £(x,A) = f(x) + ATh(x). El sistema anterior de n + £ ecuaciones no lineales puede
resolverse por el método de Newton. Si z denota (x,A) y F(z) denota el sistema (3.14), su
desarrollo de Taylor es

F(z+ Az) ~ F(z) + V,F(z) Az

para ||Az|| suficientemente pequeno.
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Para obtener F(z) = 0, es conveniente encontrar una direccién Az que cumpla F(z +
Az) = 0. Esta direccién se calcula con la condicién
V.F(z)Az = —F(z)
donde V,F(z) puede ser expresada como

T
V.F(z) = Vi, 0 F(xA) = ( Vix£(x,A)  VZTh(x) )

Vh(x) 0

y donde Vyh(x) es el Jacobiano de h(x).
La matriz anterior se denomina K KT del problema (3.12)—(3.13)), y el sistema

(i T ) (&) - (T ™)

se denomina sistema K KT del problema (3.12)—(3.13). La resolucién del mismo constituye
una iteracién de Newton para resolver el sistema (3.14).
3.3. Dualidad en Programacion Lineal

En esta seccion se trata la dualidad en programacion lineal. Se comienza dando la
definicién del problema dual.

Definicién 3.2 (Problema dual). Dado el problema de programacion lineal

Minimizar z =clx (3.15)
X
sujeto a
Ax > b
© S0 (3.16)
su problema dual es
Mazimizar z =bly (3.17)
y
sujeto a
ATy < ¢
Yo (3.18)
dondey = (y1,...,ym)" se denominan variables duales. |

Al primer problema se le denomina problema primal, y al segundo, su dual. Obsérvese
que los mismos elementos (la matriz A, y los vectores b y ¢) definen ambos problemas. El
problema primal no se ha escrito en su forma estandar, sino en una forma que nos permite
apreciar la simetria entre ambos problemas, y mostrar asi que el dual del dual es el primal.

Teorema 3.1 (Simetria de la relacién de dualidad). La dualidad es una relacion
simétrica, es decir que si el problema D es el dual del problema P, entonces P es también
el dual de D.
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Demostracion. Para comprobar lo anterior, se escribe el problema dual anterior como un
problema de minimizacién con restricciones de la forma >, como en (3.15)-(3.16)).

Minimizar z = —bTy
y
sujeto a
-ATy > —c
Z 1
y > 0 (3.19)
Entonces, de acuerdo con la Definicién 3.2, su dual es
Maximizar z = —c’x
X
sujeto a
—-Ax < -b
Z 2
x > 0 (3.20)
que es equivalente al problema primal (3.15)-(3.16). |

Comentario 3.2 Como puede observarse, cada restriccion del problema primal tiene aso-
ctada una variable del problema dual; los coeficientes de la funcion objetivo del problema
primal son los términos independientes de las restricciones del problema dual y viceversa;
y la matriz de restricciones del problema dual es la traspuesta de la matriz de restricciones
del problema primal. Ademds, el problema primal es de minimizacion y el dual de maxi-
mizacion. |

3.3.1. Obtencion del dual a partir del primal en su forma estandar

En esta seccion se trata el problema de obtener el problema dual cuando el primal esta en
la forma estandar. Para hacer esto basta con aplicar la Definicién 3.2/ del problema dual.

Teorema 3.2 (Dual en la forma estandar). El problema dual en la forma estindar de

Minimizar z =c! x (3.21)
X
sujeto a
Ax =D
. > 0 (3.22)
es
Mazimizar z=bly (3.23)
y
sujeto a

ATy <c (3.24)
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Demostracién. La igualdad Ax = b en (3.21) puede reemplazarse por las dos restricciones
de desigualdad equivalentes Ax > b y —Ax > —b. Entonces, se puede escribir el problema
(3.21)-(3.22) como

Minimizar z =clx
X
sujeto a
Ax > b
—-Ax > -b
X > 0

Usando la Definicién 3.2, el dual de este problema es

Maximizar z = by — pTy®@)
v 3@

que es equivalente a
Maximizar z = b’y
y

2)

donde y = y) — y@) no est4 restringido en signo, sujeto a

ATy ATy < ¢
que es equivalente a
ATy <c

con lo que termina la demostracién. |

Comentario 3.3 Esta relacion entre los problemas primal y dual (Teorema [3.2) podria
tomarse como definicion del problema dual, y entonces, la definicion dada inicialmente
habria resultado ser un teorema. |

3.3.2. Obteniendo el problema dual

Un problema de programacion lineal cuya formulacién no esté en la forma (3.15)-(3.16))
tiene también dual. Para facilitar su obtencién, se pueden usar las siguientes reglas:

Conjunto 1: El primer conjunto de reglas corresponde al caso en el que el problema
primal sea de minimizacién:

Regla 1. Un problema primal de minimizacién da lugar a un problema dual de maxi-
mizacién, y viceversa.

Regla 2. Una restriccién de igualdad en el primal (dual) implica que su variable dual
(primal) correspondiente no esté restringida en signo.

Regla 3. Una restriccién de desigualdad > (<) en el primal (dual) da lugar a una variable
dual (primal) no negativa.

Regla 4. Una restriccién de desigualdad < (>) en el primal (dual) da lugar a una variable
dual (primal) no positiva.
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Primal (Minimizar)<—»Dual (Maximizar)

Restriccion > < = < > =

Variable > < Sin rest. > < Sin rest.

Dual (Minimizar)<—» Primal (Maximizar)

Figura 3.4: Reglas para obtener los problemas duales de los primales y viceversa.

Regla 5. Una variable primal (dual) no negativa da lugar a una restriccién de desigualdad
< (>) en el problema dual (primal).

Regla 6. Una variable primal (dual) no positiva da lugar a una restriccién de desigualdad
> (<) en el problema dual (primal).

Regla 7. Una variable primal (dual) no restringida da lugar a una restricciéon de igualdad
en el problema dual (primal).

Conjunto 2: El segundo conjunto corresponde al caso en el que el problema primal es
de maximizacién:

Regla 1. Un problema primal de maximizacién lleva a un problema dual de minimizacion,
y viceversa.

Regla 2. Una restriccién de igualdad en el problema primal (dual) da lugar a una variable
dual (primal) no restringida en signo.

Regla 3. Una restriccién de desigualdad > (<) en el primal (dual) da lugar a una variable
dual (primal) no positiva.

Regla 4. Una restriccién de desigualdad < (>) en el primal (dual) da lugar a una variable
dual (primal) no negativa.

Regla 5. Una variable primal (dual) no negativa da lugar a una restriccién de desigualdad
> (<) en el problema dual (primal).

Regla 6. Una variable primal (dual) no positiva da lugar a una restriccién de desigualdad
< (>) en el problema dual (primal).

Regla 7. Una variable primal (dual) no restringida en signo da lugar a una restriccién de
igualdad en el problema dual (primal).
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La reglas anteriores se recogen en la Figura 3.4.
Ejemplo ilustrativo 3.1 (problema dual). El dual del problema de programacion lineal

Minimizar z = x1 + 29 — x3

x1,22,23
sujeto a
2x1 +x9 > 3
I —Ir3 = 0
To +x3 < 2 (325)
I3 Z 0
xTo S 0
es
Maximizar z = 3y; + 2y3
Y1, Y2
sujeto a
2y1 +y2 = 1
(1 +tys > 1
~y2 +ys < —1 (3.26)
v =2 0
ys < 0

Para obtenerlo se aplican las reglas anteriores de la forma siguiente:

Regla 1. Puesto que el problema primal es de minimizacién, el dual es de maximizacion.

Regla 2. Puesto que la segunda restriccion del problema primal es de igualdad, la segunda
variable dual y2 no esta restringida en signo.

Regla 3. Como la primera restriccién en el primal es >, la primera variable dual y; es no
negativa.

Regla 4. Dado que la tercera restriccion en el primal es <, la tercera variable dual y3 es
no positiva.

Regla 5. Puesto que la tercera variable en el primal x3 es no negativa, la tercera restriccion
del dual es <.

Regla 6. Dado que la segunda variable en el primal x2 es no positiva, la segunda restriccion
del dual es >.

Regla 7. Como la primera variable en el primal z; no esta restringida en signo, la primera
restriccién del dual es una igualdad.

Usando las mismas reglas con el problema dual, podemos obtener el problema primal
del dual, lo que se muestra a continuacion:



72 CAPITULO 3. DUALIDAD

Regla 1. Dado que el dual es un problema de maximizacioén, el primal es de minimizacion.

Regla 2. Dado que la primera restricion en el dual es de igualdad, la primera variable
primal x; estd no restringida en signo.

Regla 3. Como la tercera restricién en el dual es <, la tercera variable primal z3 es no
negativa.

Regla 4. Puesto que la segunda restriccién en el dual es >, la segunda variable primal xo
es no positiva.

Regla 5. Puesto que la primera variable dual y; es no negativa, la primera restriccion del
primal es >.

Regla 6. Como la tercera variable dual y3 es no positiva, la tercera restriccién del primal
es <.

Regla 7. Dado que la segunda variable dual yo no esta restringida en signo, la segunda
restriccién del primal es una igualdad.

3.3.3. Teoremas de dualidad

La importancia de la relacién primal-dual se establece en los siguientes teoremas.

Lema 3.1 (lema de dualidad débil) Sea P el LPP (3.15)-(3.16), y D su dual (3.17)-
(3.18). Sea x una solucion factible de P ey una solucion factible de D. Entonces

bly <cf'x (3.27)
Demostracién. La demostracion es simple. Si x e y son factibles respectivamente para P
y D, entonces

Ax>b, y>0, ATy <c
Obsérvese que debido a la no negatividad de y,
bly <xTATy <xTec=c"x
|

Corolario 3.1 Si b’y = c'x para los vectores X y ¥, factibles en P y D, respectivamente,
entonces las soluciones de los problemas primal y dual son y y T, respectivamente. Mds aun,
st X es una solucion optima para el problema primal, entonces, hay una solucion optima y
para el problema dual, y las funciones objetivo de ambos problema coinciden con el valor
b’y = c'x. De otra manera, uno o los dos conjuntos de soluciones factibles estd vacio.
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Cuadro 3.1: Datos del problema de la planificacién del carpintero.

tipo de mesa horas-maquina disponibles

1 2 por dia
Mecanizado primario (horas) 4 3 40
Mecanizado secundario (horas) | 4 7 56
Beneficio(euros) 70 90

Demostracién. La demostracién es simple teniendo en cuenta que, usando (3.27), se ob-
tiene:

% =bT§ <miax{b’y|ATy <c} <min{c"x|Ax >b, x>0} <c'x=b"§
y X

|
Por tanto, todas las desigualdades son de hecho igualdades y X e ¥ deben ser soluciones
optimas de P y D respectivamente, tal y como establecia la hipdtesis inicial.
El Colorario 3.1 establece que ambos problemas, el primal P y el dual D admiten, en
general, soluciones éptimas simultdneamente.
En resumen, una de las siguientes afirmaciones es cierta:

1.  Ambos problemas tienen soluciones éptimas, y sus valores coinciden.

2. Uno de los problemas no esta acotado y el otro tiene una solucién factible vacia.

Ejemplo ilustrativo 3.2 (problemas primal y dual del carpintero). Un carpintero
modesto fabrica dos tipos de mesas de madera. Cada mesa de tipo 1 necesita 4 horas de
mecanizado primario (preparacién de piezas) y 4 horas de mecanizado secundario (ensam-
blado y barnizado). Anédlogamente, cada mesa de tipo 2 necesita 3 horas de mecanizado
primario y 7 horas de mecanizado secundario. La maquinaria disponible permite un tiempo
de mecanizado primario y secundario de 40 y 56 horas—maquina, respectivamente. Final-
mente, cada mesa de tipo 1 le da un beneficio de 70 euros , mientras que cada mesa del tipo
2 le reporta 90 euros de beneficio. Estos valores se resumen en la Tabla 3.1.

Primal:

El objetivo del problema es maximizar el beneficio total diario, para lo cual necesitamos
conocer el numero de mesas que tiene que fabricar de cada tipo. Este problema puede
formularse como un PPL de la siguiente manera:

Maximizar z = 70x1 + 90z9

Z1, 22
sujeto a
41 +3z9 < 40
41‘1 +7562 < 56 (328)
x1, 2 > 0
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12
X2

10
8

z=1250

6 V'V E(x*)
4
Region factible
2
z=250 z=450
2 4 6 8 10

Figura 3.5: Representacion grafica del problema de la planificaciéon del carpintero.

donde x1 y x3 son el nimero de mesas de tipo 1 y 2, respectivamente, que debe producir al
dia.

La solucién éptima de este modelo, como puede verse en la Figura 3.5, es de una pro-
duccién diaria de 7 mesas de tipo 1 y 4 mesas de tipo 2, con un beneficio maximo de 850
euros. Este resultado muestra que se utilizan todos los recursos de maquinaria disponibles,
ya que las dos restricciones son activas.

Ahora supéngase que queremos aumentar los beneficios diarios. Se necesita por tanto
aumentar la disponibilidad de maquinaria. Supéngase que se consigue aumentar el tiempo
disponible de mecanizado secundario de 56 a 72 horas—maquina al dia. ;Cémo afectaria esta
expansion en el beneficio diario? La respuesta se obtiene resolviendo el PPL,

Maximizar z = 70x1 + 90z4
Ty, T2

sujeto a
41 +3x9 < 40
4z +T7z9 < T2 (3.29)
xy, 22 = 0

En este caso la solucién 6ptima es 1 = 4 y 29 = 8 con un beneficio maximo diario de
1000 euros(véase la Figura 3.6). Esta solucién muestra que podemos aumentar el beneficio
diario en 150 euros sin mas que aumentar la disponibilidad de maquinaria para el mecanizado
secundario en 72 — 56 = 16 horas—mdaquina al dia. La tasa, (1000 — 850)/16 = 150/16 =
75/8, en la que aumenta la funcién objetivo con un incremento de 1 hora de disponibilidad
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12 21(x)=0
X2
10,
8
z=1250
6
2(x)=0
4
z*=1000
Region factible
2
7z=250 7z=450
2 4 6 8 10

Figura 3.6: Representacién grafica del sistema expandido.

de maquinaria para el mecanizado secundario, se denomina sensibilidad o precio sombra
(también precio dual) de la capacidad de mecanizado secundario.

En general, el precio sombra de una restriccion proporciona el cambio en el valor de la
funcién objetivo como resultado de un cambio unitario en el término independiente de la
restriccién, suponiendo que el resto de parametros del problema permanecen inalterados. En
muchos problemas de programacién lineal los precios sombra son tan importantes como la
solucién del problema, ya que proporcionan informacién sobre el efecto en la funcién objetivo
de cambios en los recursos disponibles. Los precios sombra pueden obtenerse resolviendo el
problema dual.

Noétese que para los dos problemas (3.28) y (3.29), como permanecen activas las mismas
restricciones, las variables duales son iguales.

Dual:
El problema dual del problema del carpintero (3.28)) se formula de la siguiente manera.

Minimizar 2z = 40y; + 56y2

Y1,Y2
sujeto a
dy1 +dy2 = 70
3y1 +7y2 > 90 (3.30)
Y1, Y2 2 0

La solucién de este problema es y; = 65/8, yo = 75/8 y un valor 6ptimo de 850. Obsérvese
que y; e yo son los precios sombra de los recursos de mecanizado primario y secundario,
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respectivamente, y que los valores de las funciones objetivo de los problemas (3.28) y (3.30)
coinciden.

La interpretacién del problema dual (3.30) es simple. Asumamos que el carpintero ha
decidido dejar de trabajar, y que lo que quiere ahora es alquilar su maquinaria. Llamemos
y1 € y2 a las variables que representan los precios de alquiler de la hora de mecanizado
primario y secundario, respectivamente. Para que le sea més facil arrendar la maquinaria
decide poner el alquiler lo més barato posible siempre y cuando obtenga por lo menos el
mismo nivel de beneficios que cuando vendia las mesas él mismo, para lo cual minimiza el
coste de alquiler diario 40y; + 56y2, donde 40 y 56 representan la disponibilidad horaria
diaria de cada tipo de maquinaria. Sometido a que el beneficio que obtiene del alquiler de
cada maquina sea cuanto menos mayor que el beneficio que obtenia cuando las vendia, y
por supuesto que el alquiler de cada maquina sea mayor que cero (restricciones en (3.30)).

|

3.4. Dualidad en programacién no lineal

Es esta seccion se generalizan los resultados obtenidos en programacion lineal al caso no
lineal. Considérese el problema no lineal siguiente como problema primal

Minimizar zp = f(x) (3.31)
X
sujeto a
h(x) = 0
a0 < 0 (3.32)

donde f:R®" - R,h:R” - R’ g: R" - R™.
El problema dual requiere la introduccién de la llamada funcion dual en el entorno de
A®, u* como

¢ w) = Infimum {f(x) + A"h(x) + nTg(x)} (3.33)

donde \*, u* son los multiplicadores asociados con las restricciones (3.32) para la solucién
6ptima x* del problema (3.31)-(3.32).
El problema dual del problema primal (3.31)-(3.32) en esta situacion se define como:

Maximizar zp = ¢(A, ) (3.34)
A p

sujeto a
u>0 (3.35)
Usando la funcién lagrangiana
Lx, A p) = f(x) + ATh(x) + p"g(x)

se puede reescribir el problema dual como

Maximizar Infimum L(x, A, ) (3.36)
A pip >0 X
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Comentario 3.4 Siempre se supondrd que f,h, y g son tales que el infimo de la funcion
lagrangiana se alcanza en algin punto x, de tal forma que el operador ‘infimo’ en (3.33) y
(3.36) puede reemplazarse por el operador ‘minimo’. Por este motivo al problema (3.36) se
le conoce como problema dual max—min.

En esta situacion, si lamamos x(X, ) al punto en el que se alcanza el minimo de la
funcion lagrangiana (considerada como una funcion de los multiplicadores), se podrd escribir

(A ) = F(x(A, 1) + ATh(x(X, ) + p g(x(A, 1))

Por otro lado, bajo las hipdtesis de convexidad de las funciones f y g, el Lagrangiano
es localmente convexo en x, y por tanto, el gradiente se debe anular en los minimos

Voh, 1) = VF(x(A, p)) + AT Vh(x(A, ) + ! Ve (x(A, 1)) = 0 (3.37)

VoA, 1) = VLA, p), A, p) =0 (3.38)

Estas dos identidades pueden utilizarse para obtener unas expresiones para el gradiente
y el hessiano de la funcién dual. Aplicando la regla de la cadena resulta

VudAp) = [VI(x(A ) +A"Vh(x(X, @) + o' VexA, w)]"Vux(A, p)
+8(x(A, p)) (3.39)
y por (3.37)
VoA, 1) = g(x(A, p)) (3.40)

Pese a la apariencia problematica de la discontinuidad de (3.39) con respecto a u, esto
no es un problema en la practica.
Similarmente

VASA, 1) = h(x(A, 1)) (3.41)

esto es, el gradiente de la funcién dual es el vector de las restricciones evaluado en la solucién
6ptima del lagrangiano.

Con lo referente al hessiano, nétese que la diferenciacién de (3.40) y (3.41)) con respecto
a @y A, respectivamente, da lugar a

VidA 1) = Vag(x(A, 1)) Vux(A, p) (3.42)

Para obtener una expresién para Vyx(X, u) and V yx(A, ), diferenciamos (3.38) con
respecto a o y A, respectivamente. El resultado es

Viﬁ(x()‘a H)s A, p) VMX(}‘a K) + Vxg(x(A, p)) =0



78 CAPITULO 3. DUALIDAD

y una ecuacion similar si reemplazamos A por p v h por g, es decir
VRL(x(A, 1), A, 1) Vax(A, ) + Vih(x(A, p)) = 0
Teniendo en cuenta estas formulas en (3.42) y (3.43), se llega a
Vb 1) = =Vag(x(A, 1)) [VZLEA, 1), A 1)) Vag(x(A, 1))

y a una formula equivalente para V%\gb()\, w):

V%\(ﬁ(A, /J‘) = _th(X(A7 /J/))[V)Qcﬁ(x()‘v l'l’)a )‘7 “)]71 th(X(Aa M’))

Finalmente, si lo que nos interesa son las segundas derivadas parciales mixtas los mismos
calculos conducen a

VA p 8O 1) = = Vg (x(A, ) [VILx(A, ), A, )] Vich(x(A, )

y similarmente

V3 p8O 1) = =Vsch(x(X, ) VLA, ), X )] ™ Vig(x(A, 1)

Para mostrar que la definicién anterior de problema dual es equivalente a la Definicién
3.2, valida para problemas de programacion lineal, se muestra el siuiente ejemplo.

Ejemplo ilustrativo 3.3 (Programacién lineal). Condidérese el siguiente problema

primal:
Minimizar ¢! x (3.44)
sujeto a
Ax = a (3.45)
Bx < b. (3.46)

Usando las reglas de la Seccién [3.3.2 el problema dual es:

Maximizar ATa+ p’b (3.47)
A p
sujeto a
ATA+BTp=c (3.48)
and
nu<o0 (3.49)

Por otro lado, la funcién Lagrangiana de (3.44)-(3.46) pasa a ser
Lx, A\ pn) = c'x+A'(Ax —a)+ pu”(Bx —b)

= ("+AXTA+u™B)x - ATa—pu™>
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Para que esta funcion tenga minimo se ha de cumplir que
"+ ATA+u"B)=0
lo que lleva a
AMNA+ "B =—c"

y el minimo es

oA, p) = -A"a—p'b
Asi, el problema dual se transforma en

Maximizar —ATa— u’b
A p

sujeto a
MNA+pu'B=-c"

>0

que, cambiando los signos de A y p, es equivalente a (3.47)-(3.49).
Obsérvese que las variables duales son A y .

|
Ejemplo ilustrativo 3.4 (Ejemplo numérico). Considérese el siguiente problema:
Minimizar zp = 40x1 + 5629
L1, T2
sujeto a
4xy +4xy > 70
321 4720 > 90 (3.50)
Ty, T2 > 0

La solucién 6ptima de este problema es x1 = 65/8, x9 = 75/8, con un valor de la funcién
objetivo de 850.
Este problema puede escribirse como

Minimizar z = 40x71 + 56x9

Z1,T2
sujeto a
—41}1 —43}2 S 70
—3231 —7.%'2 S —-90
I, < 0 (3.51)
—X9 S 0

La funcién Lagrangiana para este problema es:

L(x,p) = 40x1 + 5629 + p1(—4x1 — 4wy + 70) + po(—3z1 — Tzo + 90) — pgwy — paxe
= (40 —4py — 3p2 — p3)w1 + (56 — 4y — Tug — pg)xe + 701 + 90u2
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que tiene minimo sélo si (obsérvese la no negatividad de x1, z9):

dpy +3p2 +ps = 40
4y +Tpo +ug = 56

El minimo es

d(p) = T0u1 + 90u2

Por tanto se puede concluir que el problema dual es:

Maximizar ¢ (p) = 7001 + 90u2 (3.52)
M1, 12
sujeto a
4 F3pe +ps = 40
4y +Tpz +ps = 56
251 > 0
1o > 0 (3.53)
13 > 0
e > 0
que, considerando ug y pq como variables de holgura es equivalente a:
Maximizar zp = 70u; + 90 (3.54)
M1, (12
dpp +3pp <40
dpr +Tpe < 56
0 > 0 (3.55)
pe = 0

La solucién 6ptima de este problema es pu; = 7, po = 4, con un valor de la funcién
objetivo de 850.

Esto significa (véase la Tabla[3.2) que la funcién objetivo del problema primal z, aumen-
tard en 7 unidades por cada incremento unitario del término independiente de la restriccién
70, y en 4 unidades por cada incremento unitario en 90, y que el valor objetivo de la funcién
zp aumentara en 65/8 unidades por cada incremento unitario del lado derecho de la primera
restriccion 40, y 75/8 con cada incremento unitario de la segunda restriccion 56.

|

El siguiente teorema demuestra que cualquier valor de la funcién objetivo del problema
dual es un limite inferior del valor 6ptimo de la funcién objetivo del problema primal. Este
resultado puede utilizarse como criterio de parada de ciertos algoritmos en los que estan
presentes ambos valores.

Teorema 3.3 (Dualidad débil). Para cualquier solucion factible x del problema primal
(3.31)-(3.32) y para cualquier solucion factible del dual (3.54)-(3.35), se cumple que

f(x) = o(A, p) (3.56)
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Cuadro 3.2: Problemas primal y dual con las correspondientes soluciones para el ejemplo
numérico.

Primal Dual
Minimizar zp = 40x1 + 5629 Maximizar zp = 70u1 + 90u2
Ty, T2 U1, 2
sujeto a sujeto a
4x1 +4z9 > 70 dpy +3p2 <40
3r1 +7x9 > 90 dpy +7pe < 56
x1 > M1 >
xy 2 M2 2
Solucién
x1 =65/8; x9 =75/8 =7 pz =4

Demostracion. De la definicién de ¢, para cualquier valor x factible y para todo p >
O;peR™y A e R, se tiene

(A, p) = Infimo [f(y)+ATh(y) + plg(y)] < f(x)+Ah(x)+ p"g(x)
y

f(x) + Ah(x) + pg(x) < f(x)

porque para que sean soluciones factibles h(x) = 0y u”'g(x) < 0 , por tanto

oA, p) < f(x)

|
Si las regiones factibles de ambos problemas (primal y dual) son no vacias, entonces
(3.56)) implica que sup ¢ e inf f, sobre sus respectivos conjuntos factibles, son finitos. Cier-
tamente, ni el supremo ni el infimo tienen que alcanzarse necesariamente en sus conjuntos
factibles. Si asi lo fuese, la relacién (3.56) garantizaria que serian soluciones 6ptimes del
problema primal y dual respectivamente.
Un corolario de gran interés practico es el siguiente.

Corolario 3.2 (Optimalidad primal y dual)
1. La siguiente relacion siempre se cumple

sup{¢(A, )| > 0} < inf{f(x)/h(x) = 0,g(x) < 0} (3.57)

2. 81 f(x*) = ¢(A*, u*) para alguna solucion factible x* del problema primal (3.31)-(3.32) y
para alguna solucion factible (N*, w*) del problema dual (3.34)-(3.35), entonces x* y (X*, u*)
son las soluciones dptimas del problema primal y dual, respectivamente. Esta solucion define
un punto de silla del Lagrangiano, que corresponde a un mdximo con respecto a X y b y a
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LA

Fox)=0(A*, )

Figura 3.7: Ilustracién grafica del punto de silla del Lagrangiano en el punto (x*, A*, u*).

un minimo con respecto a x (véase la Figura 3.7).
3. Sisup{od(A, p) : u > 0} = 400, entonces el problema primal no tiene solucion factible.

4. Siinf{f(x) : h(x) = 0,g(x) < 0} = —oc0, entonces ¢(\, ) = —oc para todo A € R’ y
n=>0.

Si la ecuacién (3.57) no se cumple como igualdad, es de especial interés la definicién de
holgura de dualidad.

Definicién 3.3 (Holgura de dualidad). La diferencia

sup{¢(A, p)|p = 0} — inf{f(x)[h(x) = 0,g(x) < 0}

se llama holgura de dualidad de los problemas (3.31)-(3.32) y (3.34)-(3.35). |

Si un determinado vector de multiplicadores resuelve el problema dual y no existe hol-
gura de dualidad, es decir, que la relacién (3.57) se cumple de forma estricta, entonces, las
soluciones del Lagrangiano asociado con esos multiplicadores son soluciones del problema
primal. Este resultado muestra una forma de resolver el problema primal mediante el dual.
La cuestién fundamental es encontrar las condiciones que garanticen la no existencia de
holgura dual, como ocurre en los problemas convexos.
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Teorema 3.4 (Teorema de la dualidad para problemas convexos). Considérese un
problema localmente convero como el(3.31)-(3.32). Si x* resuelve el problema primal, en-
tonces su vector de multiplicadores asociado (A*, pu*) resuelve el problema dual, y p*g(x*) =
0. Reciprocamente, si (A*, u*) resuelve el problema dual, y eziste una solucion x*, del proble-
ma lagrangiano asociado a ese vector de multiplicadores que cumple pu*g(x*) = 0, entonces
x* es la solucion optima del problema primal.

Demostracién. Si x* resuelve el problema primal y (u*, A*) es su vector de multiplicadores
asociado, sabemos que deben cumplir las condiciones de KKT

Vf(x*) + A*Vh(x*) + p*Vg(x*)
pg(x")

o

g(x")

h(x")

Seguidamente, se considera el problema de minimizacién definido por ¢(A*, u*)

oA, 1) = Infic {f(x) + A*Th(x) + p* g(x)}

IN IV

o O © © O

La condicién derivada del anterior sistema de KKT es
V(") + A*Vh(x*) + p*Vg(x*) =0
que junto a la condicién de convexidad local de la funcién objetivo (obsérvese que pu* > 0)
F(0) + A h(x) + p* ' g(x)
implica que x* es un minimo local para el problema determinado por ¢(A*, u*) y por tanto
P p") = f(x7).

Ademas, por el Corolario 3.2 el par (A*, u*) es solucién 6ptima del problema dual.
Noétese que la condicién

pwgx’) =0
también se cumple.
Reciprocamente, supdéngase que el par (A*, u*) es la solucién 6ptima del problema

dual, y que x* es la correspondiente solucién del problema lagrangiano asociado, tal que
(n*)Tg(x*) = 0. Aplicando las condiciones de KKT al dual, es ficil obtener que

Pero, por (3.40) y (3.41)), se obtiene

g(x) <0; h(x") =0



84 CAPITULO 3. DUALIDAD

Esto implica que x* es factible para el primal. Entonces
SN, 1*) = fF(x*) + X Th(x") + p g(x") = f(x)

y por el Corolario 3.2 resulta probado el teorema. |
En lo que sigue, se obtendran resultados relacionados con la sensibilidad, muy tiles
desde el punto de vista practico.

Teorema 3.5 (Sensibilidad mediante las variables duales). Considérese el siguiente
problema primal no lineal

Minimizar zp = f(x) (3.58)
X
sujeto a
h(x) = a
e(x) < b (3.59)

y su dual con X y p como variables duales. Entonces, los valores de las variables duales dan
las sensibilidades del valor dptimo de la funcion objetivo a cambios en las restricciones, es

decir
1|, 0

dap |.. " o

x*

S (3.60)

x*

Demostracién.
Si existen los valores 6ptimos del problema primal y dual, cumplen que:

J) = (A ) = f(x)+ ATh(x) + pTg(x) - ATa - uTb

= f(x) +ATh(x) + pTg(x) — Sy Mear — 37 b;

entonces, se tiene (3.60), lo que prueba que los valores de las variables duales son las sensi-
bilidades de la funcién objetivo a cambios en los términos independientes de las restricciones
(3.59).

|

Ejemplo ilustrativo 3.5 (Problema dual). Considérese el siguiente problema primal.

Minimizar zp = 2% + 13

Z1,T2
sujeto a
r1+x2<4
—X1 S 0
—X9 S 0

la tnica solucién para este problema es (z7,z3) = (0,0) con un valor 6ptimo de la funcién
objetivo de 0. Ahora, formulemos el problema dual. Para ello, primero, se necesita encontrar
la funcién dual:
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P(p1, p2, p3) = mglz{ﬁer%Jrul(ﬂ?l+932—4)+M2(—901)+M3(—962)}
peS]

= Hélln{ﬁ + (1 — p2)xr} + H;I;D{$% + (p1 — p3)xe} — 4py

Después de una serie de operaciones, llegamos a la expresién explicita de la funcion

1

O(m) = = [(m = p2)* + (1 = 1)*] = 4y

y el problema dual se convierte en

Supremum ¢ ()
=0

Noétese que la funcién dual es céncava. El éptimo de la funcién dual se alcanza cuando
*

pi = ps=p3 =0y z;=¢(p*) = 0.
N

En este punto, es importante resaltar que determinados problemas conviene tratarlos
utilizando la dualidad parcial, en el sentido de que sélo algunas de las restricciones se
dualicen. Las restantes se incorporardn tal cual a la definicién de funcién dual. Este es el
caso de las técnicas de descomposicion Lagrangiana.
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Capitulo 4

Técnicas de Optimizacion por
Descomposicion

4.1. Introduccion

En ingenieria, la mayoria de los problemas planteados desde el punto de vista de la op-
timizacién presentan muchos problemas por tener un gran tamano; asi se pueden encontrar
miles de ecuaciones y/o incégnitas, o problemas que por su estructura estdn compuestos
por multiples problemas de optimizacién, o con restricciones asociadas a la salida de algin
otro programa, como problemas de optimizacion combinada con elementos finitos, o con
otros problemas de optimizacién. Una alternativa a la cldsica, de tratar de resolver todo
el problema en conjunto, es la de tratar de descomponerlo en problemas mas pequenos y
resolverlo de forma distribuida.

Uno de los casos en los que estas técnicas pueden tener gran interés es en los problemas
de optimizacién combinados con estudios de fiabilidad, que se caracterizan por tener dos
niveles: el nivel 1, es la optimizacién global de todas las variables de disenio d, para deter-
minar los valores deterministas, esperados o caracteristicos de las mismas, y el nivel 2 en
el que se estima la fiabilidad mediante un problema de optimizacién que se estudiard maéas
adelante. Este problema, claramente esta descompuesto en dos etapas.

Otro campo en el que pueden tener gran interés es en el tratamiento desacoplado de
problemas, como por ejemplo, problemas asociados a la optimizacién y fiabilidad de estruc-
turas en combinacién con elementos finitos (véase Enevoldsen y Sorensen ([72]) y Frangopol
y Hendawi ([81])). Problema en el que se han logrado resolver con éxito ejemplos de di-
mensiones pequenas y moderadas, pero de los que se precisan técnicas para resolucién de
problemas mayores.

Para poder aplicar estas técnicas de forma ventajosa, el problema considerado ha de
tener una estructura adecuada. En la practica surgen dos estructuras bien definidas. La
primera se caracteriza por restricciones de complicacion, es decir, restricciones que si se
eliminan simplifican el problema de forma considerable. Y la segunda, estd caracterizada
por las variables de complicacion, que en caso de ser fijas, o no existir, hacen que el problema
se simplifique considerablemente.

87
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4.2. Descomposicion de Benders para Variables de Compli-
cacion

4.2.1. Introduccién

En esta seccién se analiza la descomposicion de Benders para problemas con una estruc-
tura descomponible y con variables de complicacién.

4.2.2. Descomposicién de Benders

La estructura requerida para poder aplicar Benders de forma ventajosa es

Minimizar f(x,y) (4.1)
Xy
sujeto a
cx) < 0 (4.2)
dix,y) < 0 (4.3)
xP<x < xW (4.4)
ye<y < y™ (4.5)

dondex e R", y e R™, f(x,y) : R"xR™ - R, ¢c(x): R" - R, d(x,y) : R" xR™ —
R4, x° e R, x™ € R", y'° € R™ e y™ € R™. El problema incluye tanto restricciones de
igualdad como de desigualdad. El vector x contiene las variables de complicacién, es decir,
variables que en caso de fijarse a un valor concreto, permiten una resolucién més simple o
descomponible.

A continuacién se define la funcién a(x). Funcién que representa el coste total en funcién
de las variables de complicacién.

a(x) = Minimo f(x,y) (4.6)
y
sujeto a
d(x,y) < 0 (4.7)
ye<y < y"™. (4.8)

Mediante la funcién a(x), el problema original (4.1)-(4.5) puede expresarse como

Minimizar «(x) (4.9)
X
sujeto a
c(x) < 0 4.10)
x°<x < x". (4.11)
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El procedimiento descrito a continuacién genera aproximaciones cada vez mejores de la
funcién a(x). Si las variables de complicacién se fijan a valores concretos mediante restric-
ciones de la forma, x «— x® de tal forma que c(x(i)) < 0, el problema resultante es facil de
resolver. Este problema, se denomina subproblema, tiene la forma:

Minimizar f(x,y) (4.12)
y
sujeto a
dxy) < 0 (4.13)
xP<x < x" (4.14)
x = x: A0, (4.15)

Tipicamente, se puede descomponer en multiples subproblemas. La solucién da los va-
lores de las variables de no complicacién y®, y el vector de sensibilidades )\(i), que con-
tiene las variables duales asociadas a las restricciones que fijan los valores de las variables
de complicacién. También se puede obtener una cota superior de la funcién objetivo, ya
que el problema (4.12)-(4.15) estd mds restringido que el original. El valor de la cota es
21(12 =f (x(i),y(i)). La informacion obtenida resolviendo los subproblemas permite repro-
ducir de forma mas precisa el problema original. Mas ain, si la funcién a(x) es convexa, el
problema siguiente aproxima por debajo al problema original.

Minimizar « (4.16)
a, X
sujeto a
c(x) < 0 (4.17)
a > f (x(i),y(i)) + Zn:)\,(j) (:ck — x,(;)) (4.18)
=1
x° < x<x"W k (4.19)

La ultima restriccién del problema se llama corte de Benders, mientras que el problema
en su conjunto se denomina problema maestro. Nétese que el valor 6ptimo de la funcion
objetivo de este problema es una cota inferior zl(;) del valor 6ptimo de la funciéon objetivo
del problema original. Esto se debe a que el problema maestro es una version relajada del
problema original. La solucién de este problema proporciona nuevos valores de las variables
de complicacién que se usan para resolver un nuevo subproblema. De forma que este nuevo
subproblema proporcione informacién adicional para reproducir de forma mé&s exacta la
funcién original. El procedimiento continuara hasta que los limites inferior y superior estén
lo suficientemente proximos, proporcionando el valor 6ptimo de la funcién objetivo del
problema original.

La descomposicion de Benders funciona de la siguiente manera:
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Algoritmo 4.1 (Descomposicién de Benders).

Paso 0: Iniciacion de las variables. Se buscan unos valores iniciales de las variables de
complicacién xg, de forma que c(xp) < 0.
Se hace v =1, x) = xo, zl(g) = —00.

Paso 1. Resolucién del subproblema. Resolver el subproblema o los subproblemas:

Minimizar f(x,y)

y
sujeto a
d(x,y) < 0
yo<y < y"@
x = x®. AW

La solucién del subproblema o subproblemas proporciona los valores de y*) f (X(”), y(”)) ,
y AW,

Actualizar la cota superior de la funcién objetivo, zl(ff)) — f (x(” ),y(” )).
Paso 2: Comprobacion de la convergencia . Comprobar la convergencia del método.

Si |z§¥,) - zl(oy ) |/ |zl(oy )| < ¢, la solucién del problema con un nivel de precisién ¢ es

x* = x®)
y*=yW.

En caso contrario, hacer v «— v + 1 e ir al paso 3.

Paso 3: Resolver el problema maestro. Resolver el problema.

Minimizar «
o, X

sujeto a

L
v
—

/—\

) Z)\ (mk—xk>,W:1,...,V

><>—4
o
INIA

x < x"P

Noétese que en cada iteracién se anade una restriccion adicional. La solucién del pro-
blema maestro proporciona un nuevo valor de las variables de complicacién x*), y
a),

(v)

Actualizar la cota inferior de la funcién objetivo, 2,7 « a®) e ir al paso 1.
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La convergencia del método estd asegurada siempre y cuando la funcién a(x) en el
entorno de la regién factible de todas las variables sea convexa.

Ejemplo ilustrativo 4.1 (Aplicacién de la descomposicién de Benders a un pro-
blema no lineal). Considérese el problema

Minimizar z = xyo + y1¥y2

T,Y1,Y2
sujeto a
dyp— 22 < 5
293~ % < 2
yi = 0
xr > 2
r < 12
Los valores 6ptimos para este ejemplo son z* = 12, y7 = —37,25 e y5 = —0,41 con un valor
de la funcién objetivo igual a z* = —30,34. Si se considera a x como variable de complica-

cién, se puede resolver mediante la descomposicion de Benders.
Paso 0: Iniciacién. Se inicia el contador de iteraciones, v = 1. Como valor inicial de la
variable de complicacién se toma z(!) = 2. El limite inferior de la funcién objetivo inicial-

mente vale zllo = —00.

Paso 1: Resolucién del subproblema. Se resuelve el siguiente subproblema.

Minimizar 2z = xy2 + Y192

T,Y1,Y2
sujeto a
dyp— 2 < 5
23— % < 2
y1. > 0
r = 2:A
cuya solucion es ygl) = 2,25, yél) =—0,85 y A1) = —2.81 con un valor de la funcién objeti-
vo de z = —6,99. El limite superior del éptimo de la funcién objetivo original se actualiza,
(1)
zZup = —6,99.

Paso 2: Comprobaciéon de la convergencia. La expresion \zl%) - zl(ol)\/|zl(ol)| =1,0noes

lo suficientemente pequena, por tanto se hace v < v+ 1 = 2.

Paso 3: Resolucién del problema maestro. Se resuelve el problema.

Minimizar «
a, T
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sujeto a
—6,99 -281 % (z—2) < «
a > =50
r > 2
r < 12
La solucién de este problema es z(2) = 12,00 y a® = —3513. La cota inferior del éptimo

1(02) = —35,13, y se va al paso 1.

de la funcién objetivo original es z
Paso 1: Resolucién del subproblema. Se resuelve el siguiente subproblema.

Minimizar 2z = xy2 + Y192

T, Y1,Y2
sujeto a
dyp—  a? <
LY2
Q- =22 <
Y2 3 =
vy 2
x = 12: A
cuya solucién es y?) = 37,25, yéQ) = —0,41 y A® = —1,94 con un valor de la funcién objeti-
vo de z = —30,34. El limite superior del 6ptimo de la funcién objetivo original se actualiza,

28 = —30,34.
Paso 2: Comprobacién de la convergencia. La expresion ]z%) - 21(3)|/|Z1(§)| = 0,136 no
es lo suficientemente pequena, por tanto se hace v «+— v + 1 = 3.

Paso 3: Resolucion del problema maestro. Se resuelve el siguiente problema.

Minimizar «

Qa,T
sujeto a
—6,99 - 281 x (zx—2) < «
-30,34-194x (zx —12) < «
o > =50
r > 2
r < 12
La solucién de este problema es () = 12 y o) = —30,34. El nuevo limite inferior del valor
6ptimo de la funcién objetivo original es 21(3 ) = —30,34.

Paso 1: Resolucién del subproblema. Se resuelve el problema.

Minimizar 2z = zy2 + Y12
T, Y1,Y2
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5 5
—

Iteracion

Figura 4.1: Evolucién de los limites inferior y superior del valor éptimo de la funcién objetivo
del problema del ejemplo ilustrativo 4.1.

sujeto a
dy— 22 < 5
ng_ Y2 < 2
3
vy 2
r = 12: A
cuya solucién es y§3) = 37,25, yég) = —0,41 y A®) = —1,94 con un valor de la funcién objeti-
vo de z = —30,34. El limite superior del éptimo de la funcién objetivo original se actualiza,
23 = —30,34.
Paso 2: Comprobacién de la convergencia. La expresion |zl(1%) — 21(5’ )\/ ]zl(j )] =0,0eslo
suficientemente pequena, por tanto la solucién es z* = 12, yf = —37,25 y y5 = —0,41.

En la figura 4.1/ se muestra la evolucién del método para el ejemplo propuesto. En este caso
se comprueba que el método converge a la solucién exacta debido a que el valor 6ptimo de
la variable de complicacién x coincide con su limite superior.
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4.3. Técnicas de Descomposicion para Restricciones de Com-
plicacion
4.3.1. Introduccién

En esta seccion se analizan problemas no lineales con estructura descomponible y restric-
ciones de complicacién. Se describira el problema genérico con su estructura y se hard una
revisién de las metodologias existentes para su resolucién. Por 1ltimo se presentard un nuevo
método de relajacién aplicable a la resolucion de problemas relacionados con la fiabilidad.

4.3.2. Restricciones de complicacién

Los problemas con restricciones de complicacién son aquellos en los que al eliminar esas
restricciones presentan una estructura facilmente descomponible en varios problemas mas
simples, o en uno sélo con una solucién muy sencilla.

La estructura general de un problema con restricciones de complicacién es la siguiente

Minimizar f(x) (4.20)
sujeto a
a(x)=0 (4.21)
b(x) <0 (4.22)
c(x)=0 (4.23)
d(x) < 0 (4.24)
xlo < x < x" (4.25)

donde f(x) : R®™ — R, a(x) : R” — R", b(x) : R® — R™, ¢(x) : R" — R",
d(x) : R" — R"™, y ng, np, nc y ng son escalares. Las restricciones ¢(x) = 0, y d(x) < 0
son las restricciones de complicacién, de tal forma que si se relajan, el problema (4.20)-(4.25))
se simplifica considerablemente.

Para resolver este tipo de problemas de forma descompuesta, se van a presentar de
forma breve tres procedimientos: relajaciéon lagrangiana, relajacion lagrangiana aumentada
y descomposicién de las condiciones de optimalidad.

4.3.3. Relajacién Lagrangiana

En esta subseccidon se explicara de forma breve y concisa la primera de las metodologias
para resolver el problema (4.20)-(4.24)). Una de las posibles formas de eliminar las restriccio-
nes (4.23) y (4.24) es incorporandolas a la funcién objetivo mediante la funcién Lagrangiana,
que en este caso se define como (véase Bazaraa [14] y Luenberger [113]):

L(x, A p) = f(x) + Al e(x) + p'd(x), (4.26)

donde A y p son los vectores de los multiplicadores de Lagrange. Bajo condiciones de
convexidad local (VZL(x*,A*, u*) > 0, donde x*, A* y u* son los valores éptimos) la
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funcion dual se define como

¢(A, ) = Minimo L (x,A, p) (4.27)
x
sujeto a
a(x) = 0 (4.28)
b(x) < 0 (4.29)
x°<x < x" (4.30)

La funcién dual es céncava y en general no diferenciable. Esta es la principal ventaja que
utiliza esta metodologia. Asi, se define el problema dual como

Maximizar ¢(X, p) (4.31)
A p
sujeto a
pn>0 (4.32)

La relajacion lagrangiana es un método atractivo si la funcién dual es facilmente eva-
luable para valores fijos A y ft de los vectores de los multiplicadores A y p respectivamente.
En otras palabras, si es facil resolver el problema primal relajado para A y 1 dados, es decir

Minimizar L£(x, X, ft) (4.33)
X
sujeto a
ax) = 0 (4.34)
b(x) < 0 (4.35)
x°<x < x"W (4.36)

El problema anterior tipicamente se descompone en subproblemas

n
Minimizar Z Li(xi, A, fr) (4.37)
x;1=1,...,n ;=5
sujeto a
a(x;)=0;, i=1,...,n (4.38)
x<x; <xPi=1,...,n (4.40)

Esta descomposicién facilita su solucién, y normalmente tiene interpretaciones fisicas y
econémicas. El problema (4.37)-(4.40) se llama problema primal descompuesto, en el que
pueden resolver los diferentes subproblemas independientemente los unos de los otros.
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LX)

¢(}\(2))= L (X(Z), ;\(2))

L(x, ) L(x, AY)

Corte de
Benders 3

Corte de Benders 2

Corte de Benders 1 _,

Figura 4.2: Tlustracién gréfica de la reconstruccién por hiperplanos de la funcién dual ¢ (X).

Bajo condiciones de convexidad local, el teorema de la dualidad local establece que

X)) = o(A%, u") (4.41)

donde x* es el minimizador del problema primal y (A*, u*) es el maximizador del problema
dual.

En el caso no convexo, dada una solucién para el problema primal, x, y una solucién
factible para el problema dual, (A, i), el teorema de la dualidad débil establece que

X)) = o(A%, 1) (4.42)

Por tanto en el caso convexo, la solucion del problema dual es la misma que la del primal,
y en el caso no convexo el valor éptimo de la funcién dual es una cota inferior del valor
6ptimo del problema primal.

Como se ha visto este método trata de resolver el problema global reconstruyendo la
funcién dual, de forma muy similar a como la descomposicién de Benders recomponia la
funcién « para distintos valores de las variables de complicacion. Asi, los vectores de los
multiplicadores (A, p) son las variables de complicacion.

Hay varios métodos para actualizar los valores de los multiplicadores, son los siguientes:

Método del Subgradiente. El vector de holguras de las restricciones en la iteracién v
constituye un subgradiente de la funcién dual [14], es decir

s") = columna c(x(”)),d(x(”))] (4.43)
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Por tanto el vector de los multiplicadores se actualiza de la siguiente manera (véase
Polyak [133]):

g0+ _ g 4 p) 57
50

(4.44)

Método de los hiperplanos cortantes. La actualizacién se obtiene resolviendo el si-
guiente problema de programacion lineal

Maximizar z (4.45)
2,0 € C
sujeto a
2 <o 4507 (0-0W) k=1, (4.46)

donde C' es un conjunto compacto compuesto por los rangos de variacién de los multi-
plicadores, es decir C = {0 =\p)T e <0< 0up}. Noétese que este procedimiento
de resolucion es muy parecido al método de Benders pero con una funcién céncava,
en la figura 4.2 se muestra la reconstrucciéon por hiperplanos de la funcién dual.

Método de penalizaciéon. La actualizacion se obtiene resolviendo el siguiente problema
de optimizacion cuadratica

Maximizar z — a)|9 — @2 (4.47)
z,0 €C
sujeto a
< B 4 s®T (9 - 9<k>) k=1,...,v (4.48)
donde « es un pardmetro de penalizacionr, |- | es la norma Euclidea y ©, es el “centro

de gravedad”, un vector de multiplicadores centrado en la zona de interés para evitar
oscilaciones (véase Hiriart [93]).

Método de la region de confianza. Para la actualizacién se resuelve el siguiente pro-
blema de optimizacién

Maximizar z (4.49)
2,0 € CW)
sujeto a
Z§¢(k)+s(k)T (e_e(k));kzl,..,,n;ngﬁ (4.50)

donde 7 es el nimero méximo de restricciones consideradas en el problema anterior
y C) es un vector dindmicamente actualizado definiendo la regién de factibilidad de
los multiplicadores.
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4.3.4. Relajacién Lagrangiana Aumentada

La relajaciéon lagrangiana aumentada es una variante de la relajaciéon lagrangiana en la
que se trabaja con una funcién lagrangiana aumentada de la forma (véase Luenberger [113],
Cohen[48] o Bertsekas [15]):

Al 0 ) = ) + NTe(x) + " d(z,2) + JalleGo)l + 5Alld(e, ) (451)

donde « y 8 son parametros de actualizacion lo suficientemente grandes como para asegurar
la convexidad local, la componente i de la funcién d(z,z) se define como d;(x,2) = d;(x)+22,
y las variables z;; ¢ = 1,...,ngq son variables de holgura que transforman las restricciones
de igualdad en restricciones de desigualdad.

Noétese que los términos cuadraticos confieren a la funcién Lagrangiana aumentada bue-
nas propiedades de convexidad local.

4.3.5. Descomposicion de las Condiciones de Optimalidad

Esta técnica de descomposicion puede considerarse como una implementacion particular
del método de ralajacion Lagrangiana. Estd motivada por una descomposicién natural de
las condiciones de optimalidad del problema original. Un andlisis profundo del desarrollo de
esta técnica puede encontrarse en Conejo [49].

Por conveniencia, el problema (4.20)-(4.24) puede reescribirse como

A
minimizar Zfa (%q) (4.52)
Xq a=1
sujeto a
h(xy,...,x4) < 0 (4.53)
g,(xs) < 0 a=1,...,A (4.54)
x°<x, < xP a=1,...,4 (4.55)

donde x, son las variables de complicacion para cada bloque a en los que se descompone
el problema original. Nétese que las ecuaciones (4.53) y (4.54) representan restricciones de
igualdad y de desigualdad. Las restricciones de complicacién son las (4.53) ya que contienen
variables asociadas a bloques diferentes e impiden la descomposicién del problema en blo-
ques para resolverlos de forma independiente (subproblemas). Por tanto es necesario elimi-
narlas para poder hacerlo. Las restricciones (4.54) contienen sélo variables pertenecientes al
bloque a para a = 1,..., A. La descomposicién propuesta procede de la siguiente manera,
transforma el problema original (4.52)-(4.54) en el equivalente

A A
Minimizar Zfa(xa) + Z)‘:}F h,(x1,...,%4) (4.56)
a=1 a=1
sujeto a
h(xy,...,x4) < 0 a=1,...,A (4.57)
g.(xq) < a=1,..., A (4.58)
x0<x, < xP a=1,...,4 (4.59)
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donde las restricciones (4.53) se han separado en bloques diferentes. Nétese que la distribu-
cion de las restricciones no afecta a la solucién del problema, es decir, podrian distribuirse
aleatoriamente.

Para valores fijos de todas las variables y multiplicadores no pertenecientes al bloque a,
el problema (4.56)-(4.58) se reduce a

A
e ~T _ — — —
Minimizar k& + fu(x4) + Z Ay (X1, .o, Xa—1, Xay Xat1s- - -, XA) (4.60)
Xa b=1,b#a
sujeto a
ha(ila"' 7ia—17xaaia+17"'7§A) < 07 (461)
8.(%a) < 0, (4.62)
X <x, < x'P (4.63)
A
donde k = Z f»(Xp) es una constante. La variable dual asociada a la restriccién (4.61)
b=1,b#a

se denomina A,. El problema reducido (4.60)-(4.62) puede obtenerse para cada bloque del
problema original. La descomposicion propuesta se basa en la solucién de estos problemas
reducidos.

Las condiciones de optimalidad de primer orden del problema original (4.52)-(4.54)
pueden obtenerse a partir de las condiciones de optimalidad de cada subproblema reducido
(4.60)-(4.62) puestas juntas. Esta es la caracteristica explotada en el método. La principal
diferencia entre la Relajacion Lagrangiana y este método es que en este tltimo no es nece-
sario actualizar los multiplicadores de Lagrange de las restricciones de complicacién, porque
se actualizan autométicamente por mantener las restricciones (4.61) en cada subproblema.
Ademds, presenta la ventaja de que no necesita alcanzar la solucién 6ptima en cada uno
de los subproblemas de cada iteracion, sino que sélo es necesaria una iteraciéon en cada
subproblema, con el significativo ahorro de tiempo computacional.

4.3.6. Aplicaciéon a problemas de fiabilidad

Los métodos anteriores pueden aplicarse a todos los problemas basados en fiabilidad
(RBSO) presentados en el capitulo 7, en concreto, en los que tenemos restricciones de com-
plicacion.

4.4. Problemas con Variables y Restricciones de Complica-
cion

Cuando el problema considerado tiene tanto variables como restricciones de complica-
cién, se debe aplicar un método de descomposiciéon combinado. Por ejemplo, una descom-
posicién externa de Benders puede tratar las variables de complicacion, mientras que las
restricciones de complicacién se resuelven mediante una relajacién lagrangiana interna.
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4.5. Paquetes de Optimizacion

Dado que las técnicas explicadas en las secciones anteriores se pueden aplicar mediante
cualquier paquete o rutina de optimizacién, se presentardn a continuacién una serie de
alternativas existentes en el mercado que permitirian resolver todos los problemas relativos
a fiabilidad.

Los paquetes de optimizacién son programas con un lenguaje de programacién propio
que permiten el modelado, andlisis y resolucién de multiples problemas de optimizacién. La
ventaja que tienen es que trabajan con algoritmos de optimizacion estdndar contrastados
y no es preciso que el usuario tenga un conocimiento exhaustivo del funcionamiento de los
mismos aunque, légicamente, cuanto mas familiarizado se este con los métodos que utilice,
mayor serd el rendimiento.

Algunos de los existentes son:

AIMMS. El paquete AIMMS [125] [16] del Paragon Decision Technology B.V. en Haarlem.
AMPL. El paquete AMPL [78, [126] del Dash Optimization de Nueva York.

GAMS. El paquete GAMS [127] pertenece a la GAMS Development Corp. de Washing-
ton. GAMS también estd disponible para clientes europeos en el ARKI Consulting &
Development A/S en Bagsvaerd, Dinamarca, o en GAMS Software GmbH en Colonia,
Alemania.

LINDO y What’s Best. El paquete [128] pertenece a LINDO Systems, Inc. en Chicago.

MPL. Este paquete [129] pertenece al Maximal Software Inc, en Arlington.

En todos los trabajos realizados para esta tesis se ha optado por el GAMS (General
Algebraic Modeling System) dada la familiaridad con su lenguaje de programacién. De
todos los algoritmos que puede utilizar el programa se ha optado por utilizar siempre el
optimizador CONOPT, especialmente disefiado para trabajar con problemas no lineales de
larga escala, y que ha demostrado tener un comportamiento muy bueno con problemas
relativos a fiabilidad. Esté basado en el método del gradiente reducido generalizado (GRG,
‘Generalized Reduced Gradient Method’) y ha sido elegido por su eficiencia y fiabilidad para
resolver un amplio abanico de modelos. El método GRG original mejora la convergencia
para modelos con un gran numero de no linealidades, es decir, con modelos complicados.
De ahi que sea preferible la utilizacién de este optimizador en modelos muy no lineales que
en aquellos en los que es complicado alcanzar la factibilidad. Ademds se han introducido
subrutinas de todo tipo, como las de programacion lineal secuencial, que hacen que el
método sea eficiente en problemas poco o medianamente no lineales.

Este optimizador estd especialmente disenado para la resolucién de problemas grandes
de tipo ‘sparse’, y puede trabajar con problemas que tienen del orden de 10000 restricciones.
De hecho, el factor limitante del método es el nimero de variables superbésicas, mas que
el nimero total de variables o restricciones, es decir, el numero de grados de libertad en el
entorno del punto éptimo. Con mas de 150 variables superbésicas puede dar problemas de
convergencia, especialmente si estd mal escalado.
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Como vemos, por las caracteristicas del optimizador, parece claro que es un método
adecuado para la resolucién de problemas relativos a la fiabilidad, en los que intervienen un
gran numero de variables en su mayoria auxiliares y sometidos a grandes no linealidades.
Este comportamiento se debe o bien a la transformacién de Rosenblatt, o a la obtencién
de las ecuaciones de estado limite. Ademads, en problemas asociados a la optimizacién en
ingenieria independientemente de la fiabilidad, la mayoria de las variables son dependientes
y con una gran cantidad de ecuaciones de igualdad, es decir, que el nimero de variables
superbasicas es reducido.

4.5.1. Método del Gradiente Reducido Generalizado

En esta subseccién se presenta el método del gradiente reducido generalizado (para més
detalles véase VanderPlaats [164] o Bazaraa, Jarvis y Sherali [13]). Este método procede
del método del gradiente reducido desarrollado por Wolfe [171] para la resolucién de pro-
blemas no lineales con restricciones de igualdad lineales, que posteriormente fue extendido
por Abadie y Carpentier [1] para implementar restricciones no lineales y que se consolido fi-
nalmente tras el trabajo de Gabriele y Ragsdell [83].

Es un método similar al método del gradiente proyectado de Rosen [139], método reco-
mendado por Liu y Der Kiureghian [110] para su empleo en problemas de fiabilidad. Trata
de buscar una direccién de bisqueda tal, que las restricciones activas permanezcan asi para
un movimiento pequetio en esa direccién. Si debido a la no linealidad, alguna de las res-
tricciones pasa a ser inactiva, se utiliza un método de Newton para regresar al contorno
restringido.

Considérese el siguiente problema de programacién matematica no lineal:

Minimizar f(x) (4.64)
X

sometido a

9i(x)+xj1n=0; j=1,...,m
hp(x)=0; k=1,...,¢
xiogxigx;”’; i=1,...,

n
Tjtn2>20; j=1,...,m

en el que las restricciones (4.65) representan las desigualdades no lineales, transformadas
a igualdades mediante variables de holgura positivas (restriccién (4.68)). Las restricciones
(4.66) son las de igualdad, y (4.67) son los limites de las variables. El nimero total de
variables de diseno sera de n + m.

La idea béasica del método es tratar de identificar las variables dependientes asociadas
a las restricciones de igualdad, con lo cual se puede reducir el nimero de variables inde-
pendientes. De esta manera se puede generar un problema de optimizacion no restringida
sujeto sélo a los limites de las variables dependientes e independientes. A las variables in-
dependientes se las conoce como variables de decisién o superbasicas, mientras que a las
dependientes se las conoce como variables de estado o no bésicas.
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Considerando de nuevo el problema (4.64)-(4.68)), s6lo con restricciones de igualdad. El
vector x, que contiene a las variables iniciales (n) més las de holgura (m) se divide en dos:

<= < z ) : n — £ variables independientes (4.69)

y m + £ variables dependientes

De momento no se discute el criterio para dividir las variables, y puesto que ahora todas
las restricciones son de igualdad se va a agrupar (4.65) y (4.66) en una tnica restriccion,

hp(x)=0; k=1,...,m+/¢ (4.70)
y lo mismo con las variables (4.67) y (4.68) para obtener

0 <a; <af® i=1,...,n+m (4.71)
donde los limites superiores de las variables de holgura seran valores muy grandes (tienden
a infinito).

El problema de optimizacién (4.64) y (4.68) queda:

Minimizar f(x) = f(z,y) (4.72)
z,y
sometido a
hp(x)=0; k=1,....m+/¢ (4.73)
o <a; <2 i=1,...,n+m (4.74)

Diferenciando la funcién objetivo (4.72) y las restricciones (4.73) resulta

df(x) = V, f(x)dz + Vy f (x)dy (4.75)
dhy(x) = Vi hi(x)dz + Vi hp(x)dy; k=1,...,m+¢ (4.76)

donde V, y Vy son los gradientes con respecto a las variables independientes y dependientes,
respectivamente.

Suponiendo que inicialmente se cumplen las restricciones de igualdad, para cualquier
cambio en las variables superbésicas, éstas han de seguir activas para que se cumpla la
factibilidad. Esto implica que dhg(x) = 0; k£ = 1,...,m + £. La ecuacién (4.76) puede
escribirse en forma matricial como

VzThl(x) Vg:hl (X)
VZhQ (X) V;th (X)
dh(x) = dz + dy = Adz + Bdy =0 (4.77)

V;Fhm+e (X) Vz: hm-i—f (X)
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Ahora para cualquier cambio en las variables independientes z, como ha de cumplirse
la condicién (4.77), se pueden calcular los valores de las variables y para mantener la
factibilidad de las restricciones,

dy = -B7!'Adz (4.78)

Sustituyendo la ecuacién (4.78) en la ecuacion (4.75), se tiene:

df(x) = T f(x)dz — VI f(x “1A] dz
f(x) V, f(x)dz — Vy f(x) [B~'A] (479)

= {VIf(x) - VBT,f(x) [B~1A]} dz

de donde

Gr = =2 = Vuf(x) = [B'A]" Vy f(x) (4.80)

donde G, es el ‘gradiente reducido generalizado’. Este puede ser utilizado para obtener una
direccién nueva de busqueda para las variables superbasicas:

29 =271 4 aGp; dz=aGpg (4.81)

El problema es que para cada valor « las variables dependientes y han de ser actualizadas
mediante la ecuacién (4.78), que es una aproximacion lineal, con lo que es posible que con el
nuevo valor de y no se cumpla (4.77)). Por tanto se debe encontrar un nuevo dy que cumpla
la condicién

hi(x) +dhg(x) =0; k=1,....,m+/¢ (4.82)

donde x = (z +dz, y +dy)7.
Es decir, se ha calcular el dy tal que

dhp(x) = —hg(x); k=1,...,m+/¢ (4.83)
Sustituyendo la ecuacién (4.83) en la expresién (4.77) y despejando el dy se obtiene
dy = B™' {h(x) — Adz} (4.84)

Por tanto las variables dependientes son actualizadas anadiendo dy a los valores previos,
y es preciso evaluar de nuevo las restricciones. Hasta que todas las restricciones cumplan
hp(x) < € k = 1,...,m + ¢, donde € es una tolerancia especificada. Nétese que este
procedimiento no es mas que el método de Newton para resolver sistemas no lineales, sin
embargo se supone que la informacién del gradiente en A y B es constante, es decir que no
se actualiza, con lo cual el método es similar a una iteracién simple de punto fijo. Asi, sin
considerar como se separan las variables, y suponiendo calculadas las variables de holgura
iniciales, el algoritmo queda de la siguiente manera:
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Algoritmo 4.2 (Método del gradiente reducido generalizado).

» Entrada: Funcién objetivo (4.64), restricciones (4.65)-(4.68), valor inicial de las va-
riables x(9) en la region factible y del pardmetro o. Iniciar ¢ = 0.

s Salida: Valor de las variables x* éptimo que satisface las condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker (definicién 3.1).

Paso 1: Hacer i = i+ 1 y calcular las matrices A~ y B(—1 mediante la férmula (4.77)
en el punto x(=1 = (z(i_l),y(i_l))T.

Paso 2: Obtencién de la direccién de buisqueda G%fl) mediante (4.80), si G%fl) =0 se
ha localizado un punto de KKT, el procedimiento termina con la solucién x* = x(@—1)
en caso contrario ir al paso siguiente.

Paso 3: Calcular el nuevo valor de las variables superbésicas z(9 = z(i=1) + aG%fl)

Paso 4: Actualizacién de las variables dependientes y(, con el procedimiento iterativo
siguiente:
1. Iniciar j = 0.
Hacer j = j + 1, xU=1 = (z(i),y(i—l))T_
Evaluacién del nuevo incremento de las variables dependientes mediante la férmu-
la (4.84),
dy? = B0 fn(x071) — Al Naz} .

Evaluar h(x(j)), si hk(x(j)) <€ Vk=1,...,m+/ir al paso 1, en caso contrario
j=j+1leira?.

Uno de los condicionantes importantes para el correcto funcionamiento del método es
la divisién de las variables en dependientes e independientes, dado que la matriz asociada
a las variables dependientes y (B), ha de ser no singular para poder calcular su inversa.
Y ademds hay que procurar que las variables dependientes seleccionadas estén lejos de sus
limites. Por tanto, se tiene que efectuar un preproceso para cumplir estos requerimientos.
Para ello se va a partir de la matriz de gradientes,

VIhi(x)

Tho(x

vzhm+€ (X)
(m+£) x (n+m)
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como hay més columnas que filas, se quiere extraer una submatriz no singular que corres-
ponderé a la matriz B, para ello se usa una eliminacién de Gauss con pivoteo partiendo de
la ecuacién

QX =1 (4.86)

donde I es la matriz identidad. Si se efectua el pivoteo, y se busca el maximo pivote parcial
en cada fila, la columna seleccionada sera la correspondiente a la variable dependiente
seleccionada. Normalizando y pivotando con las filas inferiores tanto en la matriz Q como
en la I, al final del proceso la transformada de la matriz identidad serd B™!, y las columnas
restantes de Q contendran B~'A. Nétese que desde el punto de vista computacional, se
puede almacenar la transformada de la identidad en las columnas que contienen al pivote.

Para evitar el tomar como variables dependientes las que estdn cerca de sus limites
inferior o superior, se prescinde de utilizar éstas como columnas pivote. Aun asi, esto no nos
libra de que en funcién del valor de « seleccionado, las variables dependientes actualizadas
sean infactibles. Habra que controlar ese parametro. Las ltimas versiones de este método,
utilizan una secuencia discreta de tamanos de paso, calculan en nuevo punto x y el valor de
la funcién objetivo f(x), y mediante interpolacién cuadratica calculan el tamano de paso
que conduce al valor minimo de la funcién objetivo. Esta técnica hace que el algoritmo sea
mas fiable y robusto.



106 CAPITULO 4. TECNICAS DE OPTIMIZACION POR DESCOMPOSICION



Parte 11

Aportaciones Originales

107






Capitulo 5

Aportaciones a los Métodos de
Nivel 111

5.1. Introduccion

En este capitulo se presentan dos aportaciones originales para el calculo de la probabi-
lidad de fallo mediante métodos de integracién numérica.

5.2. Integracion de probabilidades extremas usando polito-
pos

En esta subseccién se introduce un nuevo método para calcular probabilidades de fallo
Py, es decir, la integral en (2.1)), utilizando politopos. La metodologia consta de las siguientes
etapas:

Etapa 1: Transformacion de las variables al hipercubo unitario. El conjunto inicial
de variables se transforma en un conjunto de variables uniformes independientes

U0,1).

Etapa 2: Se fuerza al origen de coordenadas a pertenecer a la regién de fallo.
Esto permite ordenar la seguridad de los puntos de disefio contenidos en rayos que
parten del origen segin su distancia a éste. Cuanto mas alejados del origen, més
Seguros seran.

Etapa 3: Division de la region de fallo en una serie de politopos. Cubriendo la re-
gién de fallo por un conjunto de politopos con un vértice comin (el origen), y los
demds vértices situados en el contorno de la region de fallo, podemos aproximar la
probabilidad de fallo como la suma de los volimenes de todos los politopos generados.

Etapa 4: Division de cada politopo en simplices. En un espacio n-dimensional, los
sfmplices son politopos con n 4 1 vértices. La ventaja de este paso es que no existen
férmulas generales para el cdlculo del volumen de un politopo, pero si para el caso de
los simplices.

109
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Etapa 5: Evaluacién de la integral. Se evalda la integral como suma de los volimenes
de los simplices.

En las subsecciones siguientes se describen los pasos en detalle.

5.2.1. Transformacion de las variables al hipercubo unitario.

En este apartado se utiliza la transformacién de Rosenblatt [140] para obtener las va-
riables uniformes U (0, 1):

U = Fi(Xy)
Uy = F(Xs]|Xy) (5.1)

Un — Fn(Xn|X17X27 cee 7Xn71)7

donde Fi(X1), Fo(X2|X1),..., Fn(Xn| X1, Xo, ..., X,—1) son las funciones de distribucién
marginales de X; y las condicionadas de las variables indicadas respectivamente.
La inversa de esta transformacion es

X1 = FHU) =h()

Xo = F, ' (Ua|FyH () = ha(Un, Un)
. . (5.2)

X, = E;YUFY ), .., F[ Y (Un1,...) = ho(Uy, Us, ..., Uy)

Con esta transformacion se obtiene un conjunto de variables uniformes independientes,
y la integral (2.1) se tranforma en el cdlculo del hipervolumen

pf= / duidus . . . du, (5.3)

gu (u1,u2,...,un) <0

de la region de fallo transformada

gU(ula U,y . .. 7un) = gX(hl(ul)v hQ(U]_,Ug), ce. ,hn(U]_, ug,y . .. ,Un)) S 0. (54)

Ademsds, permite trabajar con un conjunto de variables adimensionales, es decir, varia-
bles aleatorias cuyos valores no dependen de las unidades de medida seleccionadas.

5.2.2. Posicionamiento del origen de coordenadas en la region de fallo.

Sin pérdida de generalidad, se puede asumir que todas las variables aleatorias que inter-
vienen son relevantes, es decir, tales que cualquier cambio en su valor, afecta a la seguridad
del sistema en estudio. De otra forma, se podrian eliminar las variables que no tuvieran
influencia y disminuir asi la dimensién del problema. Esto implica que para cada variable
transformada, el peor valor posible es o bien 0 o bien 1. Asi, las variables Uy cuyo valor
pésimo para la fiabilidad del sistema sea 1, se transformaran a Vj, = 1 — U, asi las nuevas
variables tendran sus valores pésimos en el origen de coordenadas. Y consecuentemente, el
origen pertenecera a la regién de fallo.
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Figura 5.1: Tlustracién grafica de como se genera la malla inicial n-dimensional sobre la
hiperesfera unitaria, de tal forma que se puedan construir los radiovectores que emanen del
origen y pasen por los nodos de la malla.

5.2.3. Division de la region de fallo en una serie de politopos.

La idea de esta etapa es la siguiente. Considérese inicialmente la esfera unitaria (centrada
en el origen) dentro del hipercubo (véase la figura [5.1)). Utilizando coordenadas esféricas,
(p,01,02,...,0,_1), donde p es la la longitud del radiovector que parte del origen, y 6;;i =

1,2,...,n—1 son las coordenadas esféricas restantes, un punto sobre la superficie de la esfera
n-dimensional tendrd como coordenadas (1,6,0s,...,0,_1). Las coordenadas cartesianas
correspondientes (x1,xo,...,T,) son
n—1
x1 = ] cosb;
i=1
n—1 5.5
x; = sin@j_q [[ cosby; j=2,...,n—1 (5:5)
i=j
Tp, = sinf, 1

La malla inicial sobre la superficie de la hiperesfera se construye dividiendo cada co-
ordenada angular esférica §; = 7/2;i = 1,2,...,n — 1 en m partes, generando una malla
esférica, definida por un conjunto de nodos (en coordenadas esféricas) (véase la figura[5.1):

{(1, /ﬁjﬂ/(Qm), k‘gj’iT/(Qm), ey k(n_l)jw/@m)]kw = 0, 1, N N 1= 1, 2, e, — 1}. (5.6)

El siguiente paso es utilizar un método de localizacién de raices para calcular las inter-
secciones de los rayos que unen el origen con los nodos de la malla con la regién de fallo
(véase la figura [5.2)). En este caso se ha seleccionado la biseccién, un método de intervalo
cerrado, que se puede usar porque se conoce el dominio de variacién de las variables (interior
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D Regiones segura y de fallo + Nodo inicial

— — Regiones aproximadas O Nodo final
A A A Ay A ©.1)
0,1 ,
©.1 7 (1L, Ao (11)
Esfera
! unitaria Esfera
Region de b Ag Ag unitaria
fallo !
Region
segura
Ay Ay
Ag A6
Ay (0,0) e
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Figura 5.2: Illustracién grafica de cémo se construye la nueva malla partiendo da los nodos
iniciales en la hiperesfera, la interseccién de los radiovectores OA; con la region de fallo
constituyen los nuevos nodos. Caso bidimensional.

del hipercubo). Podrian utilizarse otras metodologias como el método de la falsa posicién,
e incluso métodos abiertos como la iteracién simple de punto fijo o el método de la secante
(éste es uno de los aspectos a mejorar en este método, ya que acelerarian la convergencia).
En este paso pueden ocurrir dos cosas:

1. El radiovector intersecta el contorno de la regién de fallo (véanse los radiovectores
OAs, OAy, OAs, OAg, y OA; de la figura5.2(a)). En este caso, el punto de intersec-
cién se usa para construir la nueva malla.

2. El radiovector no intersecta el contorno de la regién de fallo (véanse los radiovectores
OA;, OAy, OAg, y OAg de la figural5.2)). En este caso, la interseccién del radiovector
con el contorno del hipercubo se utiliza como nuevo nodo de la malla definitiva.

Nétese que si el radiovector es (z1,22,...,2,), su interseccién con el contorno del
hipercubo unitario es el vector

(217227 e 7271)
mzéx{zl, 29, ...y Zn}

Este ultimo vector, junto con el origen pueden usarse como puntos extremos del método
de la biseccion. Asf se calcula el punto de interseccién del rayo con el contorno de la region
de fallo. Si no existe punto de corte, se utiliza el vector extremo como punto de la nueva
malla.

Los nodos resultantes seran los puntos de la malla sobre la regién de fallo (véanse las
figuras [5.2(a) y 5.3, figura derecha).
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Figura 5.3: Tlustracién grafica de cémo la regién de fallo (dibujo de la izquierda) se divide en
un conjunto de politopos utilizando la malla sobre el contorno de la regién de fallo (dibujo
de la derecha), que se obtiene mediante la interseccién de los radiovectores que parten del
origen y que pasan por los nodos de la malla esférica (dibujo central).

Alternativamente, se podria evaluar la probabilidad de que no falle la estructura, la
probabilidad de fallo p; se obtendrd como complemento a uno del resultado obtenido. Los
radiovectores considerados partirdn del punto (1, 1,...,1) en lugar del origen y se utilizara la
misma metodologia, como se ilustra en la figura 5.2(b).

Comentario 5.1 Notese que un radiovector puede intersectar la region de fallo como mu-
cho en un punto. De lo contrario, supondria que existen dos puntos con el mismo nivel de
sequridad, y que uno puede obtenerse a partir del otro sin mds que reducir todas sus com-
ponentes, es decir, contradiciendo las hipdtesis de la seccion|5.2.2. |

5.2.4. Division de cada politopo en simplices.

Dado que el volumen de un politopo es dificil de calcular, conviene dividirlo en simplices.
Para ello, debe uno darse cuenta de que la malla n-dimensional generada divide la superficie
de la esfera en hipercubos de dimensién n— 1. Por ejemplo, en tres dimensiones, la superficie
de la esfera es dividida en cuadrados (hipercubos de dimensién 2, como se muestra en la
figura5.3). Se necesita por tanto una metodologia para particionar hipercubos en simplices
de cualquier dimensién. El hipercubo unitario puede descomponerse utilizando el algoritmo
que se ilustra en la tabla superior para un caso 4-dimensional.

Inicialmente, se comienza con el origen en la primera columna (véase la tabla [5.2.4).
En la segunda columna se incluyen todos los vectores que pueden generarse reemplazando
una soéla vez por vector generado, un cero por un uno en todas las posiciones posibles. Las
columnas siguientes se generan de forma similar, obteniendo todos los vectores que se pueden
generar con uno dado, sin mas que modificar alguno de sus ceros por un uno. Finalmente,
combinando el origen con todas las posibles combinaciones de las columnas siguientes, se
obtienen todos los simplices. En el ejemplo tridimensional previo, los simplices que dividen
el cubo son los que se muestran en la figura [5.4.
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(1,1,0) | (1,1,1)
(1,0,0) Lista de simplices
(1,0,1) | (1,1,1) {(0,0,0),(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}
(1,1,0) | (1,1,1) | {(0,0,0),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,1)}
(0,0,0) | (0,1,0) {(0,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(1,1,1) }
0,1,1) | (1,1,1) | {(0,0,0),(0,1,0),(0,1,1),(1,1,1)}
(1,0,1) | (1,1,1) | {(0,0,0),(0,0,1),(1,0,1),(1,1,1)}
(anv 1) {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}
(0,1,1) | (1,1,1)
(0,0,1) (1,0,1)
0
0,1,1) (1,1,1)
/o,m
o
(0,1,0) (1,1,0)

Figura 5.4: Tlustracién de cémo el hipercubo unitario n-dimensional se divide en n! simplices
(en este ejemplo tridimensional, 6 simplices).
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Obsérvese que todos los simplices contienen el origen (0,0,0) y el nodo (1,1, 1).

5.2.5. Evaluacién de la integral.

La integral global se calcula como suma de los voliimenes de todos los simplices Voly, y
se refina aun mas anadiendo el término Vols:

0 0 0 1 o1 o2 --- TOn 1

1 r11 12 ... Tin 1 1 r11 12 ... Tin 1
V011 = m 21 I22 ... T2n 1 5 V012 = E 21 I22 ... T2n 1 (57)

Tpl Tp2 ... Tpn 1 Tpl Tp2 ... Tpn 1
donde (z1, X2, ..., xin);i = 1,2,...,n son los vértices correspondientes de los simplices, y
(01,02, ... ,Ton) es la interseccién del radio vector que pasa por el centro de gravedad
del hipercubo considerado. El volumen Vols deberda sumarse o restarse en funcién de la

curvatura de la regién de fallo en el punto (xo1, zo2, ..., Ton)-

Algoritmo 5.1 (Calculo de la probabilidad de fallo.). El método propuesto puede
aplicarse utilizando el siguiente algoritmo.

» Entrada: Conjunto inicial de variables {Xi, Xo,...,X,,}, su funcién de densidad
conjunta fx, x,.. x,(x1,22,...,2,), y la regién de fallo gx(x1,z2,...,2z,) <O0.

» Salida: La probabilidad de fallo asociada a la regién de fallo dada.

Paso 1: Transformacién del conjunto inicial de variables X en un conjunto de variables
aleatorias U independientes con distribucién uniforme U(0,1) mediante la transfor-
macién de Rosenblatt, y la regién de fallo gx(x) a la nueva region de fallo gy(u).

Paso 2: Transformacién del conjunto de variables U en un nuevo conjunto V, de forma que
el vector (0,0, ,...,0) sea el mas desfavorable desde el punto de vista de la seguridad.
Para ello, cambiese U; por V; = U; 6 V; = 1 — U; segin corresponda.

Paso 3: Generacién de una malla esférica y los politopos iniciales utilizando las férmulas
(5.5) y (5.6).

Paso 4: Divisién del politopo en simplices utilizando el algoritmo descrito en la pégina
113L

Paso 5: Construccion de la malla sobre la regién de fallo utilizando el método de la bisec-
cién (u otro alternativo).

Paso 6: Calculo de la probabilidad de fallo sumando los volimenes de todos los simplices.
Estos se determinardn con la férmula del determinante (5.7).
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5.2.6. Aplicacion del método de los politopos

En esta seccién se analiza la aplicaciéon del método propuesto en la seccion 5.2 con su
aplicacién a tres ejemplos, de los que se conocen los valores exactos de sus probabilidades
de fallo.

Ejemplo computacional 5.1 (Suma de variables uniformes independientes). Para
comprobar el comportamiento del método se asume, en el primer ejemplo, que la regién de

fallo es .
Z=> X;<k
=1
donde X;;i = 1,2,...,n son n variables aleatorias uniformes independientes igualmente

distribuidas U(0,1). El resultado exacto de la funcién de distribucién asociada a la regién

de fallo es:
L]

Fz) = %Z(—l)r < " ) (@—1)" 0<z<n, (5.8)
r=0

donde |z] es la parte entera de x.

Utilizando el método propuesto se ha obtenido que independientemente del valor de n
y tomando el minimo nimero de subdivisiones (m = 1) los resultados son exactos. Ya que
la region elegida es lineal (hiperplano) y la malla que se ajusta se adapta perfectamente
a la region de fallo. La tabla 5.1/ muestra los valores obtenidos para los distintas casos,
con distintas subdivisiones y comparando los resultados con el valor exacto y el obtenido

mediante la simulacién de Monte Carlo.
[ |

Ejemplo computacional 5.2 (Suma de variables normales independientas). En
este ejemplo se asume que

n
Z=Y X;<k
i=1
donde X;;¢ = 1,2,...,n son n variables aleatorias normales, independientes e igualmente

distribuidas N(0, 1). Esto nos permite comprobar el resultado ya que Z ~ N(0,1/y/n), y
por tanto, la probabilidad de fallo exacta es py:

pr =2 (%) ; (5.9)

donde ®(-) es la funcién de distribucién de la variable normal N(0,1).

La tabla 5.2 muestra el grado de aproximaciéon del método para distintos valores de n
y m, junto con una comparacion con el método de Monte Carlo. Es este ejemplo se han
selecionado probabilidades grandes (cola derecha de la distribucién). |

Ejemplo ilustrativo 5.1 (Cociente de la suma de variables exponenciales inde-
pendientes). Sean X1, Xo y X3 tres variables aleatorias independientes e igualmente dis-
tribuidas segin una distribucién exponencial E(\).
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Cuadro 5.1: Tlustracién de la calidad de la aproximacién en funcién del niimero de subdivi-
siones m y del nimero de variables n para la suma de variables uniformes independientes,

junto con una comparacion con el método Monte Carlo.

Método propuesto

Simulacién de Monte Carlo

Probabilidad | tiempo de cpu | Numero de | Probabilidad | tiempo de cpu
n m | aproximada (en ticks) puntos aproximada (in ticks)
k = 0,02 k=4
2 2 0.000200 0 102 0.000000 0
2 5 0.000200 0 103 0.000000 0
2 10 0.000200 0 104 0.000400 0
2 20 0.000200 0 10° 0.000180 2
2 30 0.000200 0 106 0.000190 22
2 40 0.000200 0 107 0.000205 219
2 50 0.000200 0 108 0.000198 2196
2 o0 0.000200 00 00 0.0.000200 00
k=10,30 k=5
3 2 0.004500 0 10° 0.000000 0
3 5 0.004500 1 103 0.005000 0
3 10 0.004500 2 104 0.006700 1
3 20 0.004500 8 10° 0.004210 3
3 30 0.004500 17 106 0.004493 31
3 40 0.004500 29 107 0.004516 315
3 50 0.004500 45 108 0.004495 3160
3 o 0.004500 00 00 0.0.004500 00
k=20,5 k=6
4 2 0.000337 0 10° 0.000000 0
4 5 0.000337 1 103 0.001000 0
4 10 0.000337 14 104 0.000400 1
4 20 0.000337 109 10° 0.000290 4
4 30 0.000337 369 106 0.000300 41
4 40 0.000337 872 107 0.000331 414
4 50 0.000337 1706 108 0.000338 4131
4 o0 0.000337 00 00 0.0.000337 00
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Cuadro 5.2: Ilustracion de la calidad de la aproximacién en funcién del nimero de subdivi-
siones m y del namero de variables n para la suma de variables normales independientes,
junto con una comparacion con el método Monte Carlo.

Método propuesto Simulacién de Monte Carlo
Probabilidad | tiempo de cpu | Numero de | Probabilidad | tiempo de cpu
n m | aproximada (en ticks) puntos Aproximada (en ticks)
k=4 k=4
2 2 0.977285 0 102 1.000000 0
2 5 0.962304 0 103 0.998000 0
2 10 0.993608 0 104 0.998200 1
2 20 0.996127 0 10° 0.997440 10
2 30 0.996875 0 106 0.997760 106
2 40 0.997188 1 107 0.997640 1051
2 50 0.997346 0 108 0.997661 10510
2 © 0.997433 00 00 0.997433 00
k=5 k=5
3 2 0.853527 0 10° 1.000000 0
3 5 0.910823 0 103 1.000000 0
3 10 0.983336 1 104 0.998200 1
3 20 0.993683 4 10° 0.998100 16
3 30 0.995943 7 106 0.998040 155
3 40 0.996807 14 107 0.998042 1549
3 50 0.997227 22 108 0.998054 15494
3 o 0.997822 00 00 0.997822 00
=6 k=6
4 2 0.609655 0 10° 1.000000 0
4 5 0.856433 3 103 0.999000 0
4 10 0.963625 23 104 0.998800 2
4 20 0.988194 185 10° 0.998730 21
4 30 0.993714 623 106 0.998631 205
4 40 0.995799 1469 107 0.998644 2055
4 50 0.996777 2867 108 0.998721 20540
4 o0 0.998421 00 00 0.998421 00
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Considérese la variable aleatoria

X1+ Xo

Sl e 5.10
X1+ X0+ X3 (5.10)

que tiene una funcién de distribucién
Fz(z)=2% 0<z2<1.

Por tanto, suponiendo que la regién de fallo es (z; + z2)/(z1 + 22 + 23) — k < 0, la
probabilidad de fallo exacta seréd k2.

El siguiente paso serd determinar la probabilidad de fallo utilizando el método propuesto
en el algoritmo [5.1. Asi pues, se procede de la forma siguiente:

Paso 1: Se usa la transformacién de Rosenblatt para obtener un conjunto de variables U
uniformes independientes U(0, 1). Para ello:

U1 = FXl(Xl) =1- exp(—)\Xl),
U2 = FX2(X2) =1- exp(—)\Xg), (511)
U3 = FX3(X3) =1- eXp(—)\Xg).

La regién de fallo transformada, en funcion de las variales V, resulta

log((1 —U1))(1 = Us))

Uy,Us,Us) = — k<0 5.12
90l U2 U8) = g (1 - U0 - Ua)(1 - 0) (>12)
Paso 2: Se transforman las variables U de forma que el vector (0,0,,...,0) sea el vector
mas desfavorable posible, para ello se utiliza la transformacién
Vi = Uy
Vo = Us (5.13)
Vs = 1-Us

Paso 3: Dado que las nuevas variables V' son variables uniformes idénticamente distribuidas
U(0,1), se tiene que

fVl,VQ,...,Vn(/Ul)/U2? ctt 7Un) = 17 0 S Ul é 1, Z — 1’2737

y la regién de fallo resulta

gv(v1,v2,v3) = log(1 —v)d —va)__ . (5.14)

 log((1 —v1)(1 — v2)vs) B

Step 4: Se calcula la probabilidad de fallo.

La tabla 5.3 muestra los resultados para distintos valores de m y k.

De los resultados obtenidos se puede concluir lo siguiente:
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Cuadro 5.3: Tlustracién de la calidad de la aproximacién en funcién del nimero de subdivi-
siones m y del nimero de variables n para el cociente de la suma de variables exponenciales
independientes, junto con una comparacién con el método Monte Carlo.

Método propuesto

Simulacién de Monte Carlo

Probabilidad | tiempo de cpu | Numero de | Probabilidad | tiempo de cpu
k m | aproximada (en ticks) puntos Aproximada (en ticks)

0.100 3 0.009947 0 10% 0.011900 1

10 0.009354 1 10° 0.009790 7

100 0.009807 100 106 0.009990 71

200 0.009883 398 107 0.010026 705

300 0.009925 894 108 0.009993 7050

00 0.010000 00 00 0.010000 00
0.010 3 0.000149 0 10% 0.000100 1

10 0.000116 1 10° 0.000130 7

50 0.000102 24 106 0.000098 71

100 0.000100 97 107 0.000101 705

00 0.000100 00 00 0.000100 00
0.005 3 0.000042 0 10* 0.000000 1

10 0.000032 1 10° 0.000050 7

50 0.000026 24 106 0.000031 705

100 0.000026 96 107 0.000027 7050

00 0.000025 00 00 0.000025 00
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1. En el caso de suma de variables uniformes se obtiene un resultado exacto indepen-
dientemente del nimero de subdivisiones, ya que la regién de fallo es un hiperplano.
Es decir, que es exacto para ecuaciones de estado limite lineales.

2. El tiempo de cpu utilizado en los calculos aumenta de forma exponencial con el niimero
de variables que intervienen.

3. El método se comporta de forma similar a los métodos de integracion directa ya
existentes, y tiene sus mismas limitaciones.

5.3. Meétodo de Gauss Legendre

En esta subseccién se introduce un nuevo método para calcular probabilidades de fallo
pf, es decir, la integral en (2.1), mediante las férmulas de cuadratura de Gauss-Legendre
(véase Castillo, Fernandez-Canteli y Minguez [30]). La metodologia consta de las siguientes
etapas:

Etapa 1: Transformacion de las variables al hipercubo unitario. El conjunto inicial
de variables se transforma en un conjunto de variables uniformes independientes

U(0,1).

Etapa 2: Se fuerza al origen de coordenadas a pertenecer a la regién de fallo.
Asi se permite ordenar la seguridad de los puntos de diseno contenidos en rayos que
parten del origen segtiin su distancia a éste. Cuanto maés alejados del origen, més
Seguros seran.

Etapa 3: Caracterizacion de los contornos de la regién de fallo. Etapa que permite
la evaluacion posterior de la integral.

Etapa 4: Evaluacién de la integral. Utilizacién de las férmulas de cuadratura de Gauss-
Legendre para integrar la regién de fallo definida por su contorno mediante un proce-
dimiento recursivo.

En las secciones siguientes se describen en detalle cada uno de los pasos.

5.3.1. Transformacion de las variables al hipercubo unitario.

En este apartado se describen dos metodologias para obtener unas nuevas variables
tales que sus distribuciones marginales sean uniformes U(0,1). La primera de ellas tiene la
ventaja de que las nuevas variables son independientes.

1. Transformacion de Rosenblatt [140] La misma que la estudiada en la seccién 5.2 trans-
forma un conjunto n-dimensional de variables aleatorias, en variables aleatorias uni-
formes independientes y adimensionales.

2. Transformacion marginal CDF Una alternativa a Rosenblatt consiste en utilizar la
siguiente transformacion (véase la figura [5.5):
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Conjunto Conjunto de

inicial de .| variables

variables Transformacién uniformes
(X15X27"'7Xﬂ) F marginal (UI’UZ’---’UH)

Figura 5.5: Ilustraciéon de cémo se transforma el conjunto inicial de variables aleatorias en
un conjunto de variables uniformemente distribuidas independientes.

Ui:FXi(Xi); 1= 1,2,...,%. (515)
Entonces, si fx, x,,..x,)(T1,72,...,7,) es la funcién de densidad conjunta del con-
junto inicial de variables X1, Xo, ..., X,, la funcién de distribucién del nuevo conjunto
Ui,Us, ..., U, sera:
GO U U (U1, U2, - Un) = fX XX, (Fx, (1), Fi) (ug), .o Fy ()
n

(5.16)

5.3.2. Posicionamiento del origen de coordenadas en la regién de fallo.

Al igual que en el método de la seccion 5.2, se asumira sin pérdida de generalidad, que
todas las variables aleatorias que intervienen son relevantes, es decir, tales que cualquier
cambio en su valor, afecta a la seguridad del sistema en estudio. De otra forma, se podrian
eliminar las variables que no tuvieran influencia y disminuir asi la dimensién del problema.
Esto implica que para cada variable transformada, el peor valor posible es 0 6 1. Asi, las
variables U cuyo valor pésimo para la fiabilidad del sistema sea 1, se transformaran a
Vi =1 — Uy, con lo que las nuevas variables tendran sus valores pésimos en el origen de
coordenadas, y consecuentemente, el origen pertenecera a la region de fallo.

5.3.3. Caracterizacion del contorno de la regién de fallo.

Dado que se tiene que calcular la probabilidad de fallo a través de una integral, se deben
dejar perfectamente definidos los limites de integracion. Quedando por tanto:

pf = P(g(.%'l, Ty vn ,.%‘n) S 0) = / fX1,X2,---,Xn (l’l, Ty e ey xn)dxndacn_l e d.iL‘l

g(z1,22,...,20)<0

(5.17)
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que puede escribirse como

b1 pba(z1)  pb3(zi,z2) bn(21,%2,...,Tn—1)
pf = / / / . / fX1,X2,---7Xn (:L‘l, Ly e vy xn)da:ndxn_l e d:(}l.
0 0 0 0

(5.18)
Por tanto, se requiere la obtencién de los limites de integracién

bl, bg(ﬂ?l), bg(aj‘l, xg), ey bn(xl, Ty v ,.I‘nfl),

asociados a cada dimension.
Para ello, se considera la funcién inversa g, L de g(x1,xa,...,2,) con respecto a su
argumento i-ésimo, que se define por la identidad

g(z1,22,...,2p) =0 & g;l(xl,:cg, ey i1, 0, T 1, Ty 2y ey Tpy) = Ty (5.19)
Sia;;i=1,2,...,n son los limites inferiores (los valores minimos posibles) de las variables
aleatorias X;;¢ =1,2,...,n, se puede escribir

be(21,22,. .., 2k—1) = min (g; (21,22, ..., Tk—1,0, A1, Ahy2, - - -, An), Ak (5.20)
donde
b1 = min (gl_l((), a2, as,...,an), al) ) (5.21)

Dado que las inversas, en general, no pueden obtenerse analiticamente, se requieren
métodos numéricos. Como el problema esté acotado en el hipercubo unitario (con limites 0
y 1) se puede emplear cualquiera de los métodos existentes de intervalo cerrado, biseccion,
falsa posicién, etc. Por simplicidad de ha empleado el método de la biseccién. Una de las
mejoras inmediatas que puede tener el método es la utilizacién de otras metodologias de
resolucion de la inversa que funcionen mejor que la biseccién. De hecho convendria probar
alguno de intervalo abierto, que en el caso de converger lo hacen de forma mucho mas rapida
que la biseccién.

5.3.4. Evaluacion de la integral mediante la cuadratura de Gauss-Legendre

Esta variante emplea la férmula de Gauss-Legendre

/abf(x)dl‘ N b;a gwif (zi(b— a;+b+a> 7 (5.22)

donde w; y z; son los correspondientes pesos y puntos de Gauss, respectivamente (véase
Carnahan, Luther y Wilkes [24]).

Para implementar esta férmula unidimensional para la integral n-dimensional (5.18), se
define I, como

I, = Integral(xy,xo, ..., xp_1)

que es igual a

br (21,5 Th—1) b (21,22,..,n—1)
I, = / / X1, X0, X0 (1, @2, . .., Ty )dy, .. dxy (5.23)
0 0
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con
Integral(xi,z2,...,%n) = X, X, Xn (T1, T2, ..., Zp), (5.24)

que puede aproximarse por

b ey Tl
Iy, = Integral(zy1, 29, ..., Tp_1) ~ B(T1, 22, Tho1)
m b ey T b ey T
x > wilntegral <x1,562, ce s T, by, 3, 1); (T, 72 T 1)> ;
i=0
(5.25)

lo que nos permite calcular py = I; mediante un procedimiento recursivo.
Se han usado dos versiones:

Version normal: El grado ¢ del polinomio de Gauss utilizado es independiente del rango
de integracién en cada dimension, e igual a m.

Version optimizada: Para mejorar la aproximacion, el grado del polinomio de Gauss
utilizado es funcién de la longitud b del intervalo unidimensional en el que se calculan
las integrales. Se ha utilizado el siguiente criterio

g=m(1+10b)/2,
donde m es el grado maximo del polinomio de Gauss utilizado.

Noétese, que en el segundo caso, el grado del polinomio oscila de un minimo de m/2, para
b = 0, hasta un maximo de m, para b = 1.

Algoritmo 5.2 (Calculo de la probabilidad de fallo). El método propuesto puede
aplicarse utilizando el siguiente algoritmo.

» Entrada: Conjunto inicial de variables {Xi, Xs,...,X,,}, su funcién de densidad
conjunta fx, x,.. x,(x1,%2,...,2,), y la regién de fallo gx(x1,z2,...,2z,) <O0.

» Salida: La probabilidad de fallo asociada a la region de fallo dada.

Paso 1: Transformacion del conjunto inicial de variables X en un conjunto de variables
aleatorias U independientes con distribucién uniforme U(0,1) mediante la transfor-
macién de Rosenblatt o la marginal CDF. Y la regién de fallo gx (x) a la nueva regién
de fallo gy (u).

Paso 2: Transformacién del conjunto de variables U en un nuevo conjunto V, de forma que
el vector (0,0, ,...,0) sea el mas desfavorable desde el punto de vista de la seguridad.
Para ello, cdmbiese V; = U; 6 V; = 1 — U; seglin corresponda.

Paso 3: Obtencién de las funciones de densidad marginal fv, v, . v, (v1,v2,...,v,) de las
nuevas variables aleatorias y la nueva regién de rotura transformada gy, v;.... v, (v1, v2,
ey Un).

Paso 4: Obtencién de la probabilidad de fallo mediante el procedimiento recursivo (5.25),
basado en la férmula de cuadratura de Gauss-Legendre (5.22).
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Ejemplo computacional 5.3 (Suma de variables uniformes independientes). Para
comprobar el comportamiento del método se asume, en nuestro primer ejemplo, que la region
de fallo es

n
> Xi<n/3-1,
=1

donde X;;i = 1,2,...,n son n variables aleatorias uniformes independientes igualmente
distribuidas U(0, 1). El resultado exacto de la funcién de distribucién asociada a la regién

de fallo es:
[z]

Fz) = %Z(—w < " ) (@—1)" 0<z<n, (5.26)
r=0

donde |z] es la parte entera de x.

Se ha aplicado la metodologia tanto en su versién normal, como optimizada. La tabla
7?7 muestra la calidad de la aproximacién, en funcién del grado m del polinomio de Gauss
utilizado y del ntimero n de variables que intervienen. También hay una comparacién con
la simulacién de Monte Carlo.

A la vista de la tabla 7?7 se puede concluir lo siguiente:

1. El ahorro en tiempo de computacion de la version optimizada es importante.

2. En cambio la calidad de la aproximacién no se ve influenciada por la utilizaciéon de
uno u otro método, lo cual no deja de ser légico, ya que la calidad de la aproxima-
cién estd condicionada al grado maximo del polinomio de Gauss utilizado, y ambas
aproximaciones utilizan el mismo valor de m.

3. En el caso de la suma de variables uniformes el grado del polinomio requerido para
obtener una buena aproximacion al valor exacto de la probabilidad de fallo es muy
pequeno. De hecho, con un polinomio de grado cuatro casi se obtienen los valores
exactos.

4. El tiempo de cpu requerido aumenta exponencialmente con el nimero de variables
que intervienen.

5. El método optimizado claramente supera a la simulaciéon de Monte Carlo.

Ejemplo ilustrativo 5.2 (Cociente de la suma de variables exponenciales inde-
pendientes). Considérese el mismo caso del ejemplo ilustrativo [5.1

X1+ X
X1+ Xo+ X3’
que tiene una funcién de distribucién conocida e igual a

(5.27)

Fz(z)=2% 0<z2<1.

Supéngase que se desea calcular F7(0,999325), cuyo valor exacto es 0,998650456, utili-
zando el método propuesto y el algoritmo 5.2.
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Paso 1: Se usa la transformacién de Rosenblatt para obtener un conjunto de variables U
uniformes independientes U(0, 1). Para ello:

U1 = FXl(Xl) =1- exp(—)\Xl),
U= Fx,(X3) =1—exp(—=AX3), (5.28)
U3 = FXS(Xg) =1- exp(—)\Xg),

y la region de fallo transformada, en funcién de las variales V', resulta

log((1 —U1))(1 —Ua))
log((1 = U1)(1 = Uz)(1 — Us))

gu (U, Uz, Us) = < 0,999325 (5.29)

Paso 2: Se transforman las variables U de forma que el vector (0,0,0,...,0) sea el vector
mas desfavorable posible, para ello se utiliza la transformacion

Vi = Uy
V, = Uy (5.30)
Va3 = 1-U3

Paso 3: Dado que las nuevas variables V' son variables uniformes idénticamente distribuidas
U(0,1), se tiene que

fVl,VQ,...,Vn(1)171)27 cee )Un) - ]-7 0 S U1 S 15 1= ]-a 2737
v la region de fallo resulta

log((1 — v1)(1 —
v (01, v, vg) = 208U Z U = 02) 1 gog40 (5.31)

- log((l — ’Ul)(l — 1}2)’03)

Paso 4: Se calcula la probabilidad de fallo utilizando la expresién recursiva (5.25).

La tabla 5.4/ muestra los resultados obtenidos cuando se usa la versién optimizada y
distintos valores de m (grado méximo del polinomio de aproximacién de Gauss), asi como
los valores obtenidos con la simulacién de Monte Carlo. Nétese que paran =3 y m = 10
la probabilidad es exacta en 5 cifras significativas, y requiere un tick de cpu, mientras que
para obtener el mismo grado de aproximacién con el método de Monte Carlo se requieren
9319 ticks.

|

Ejemplo ilustrativo 5.3 (Ejemplo de aplicacién ). Considérese la viga biapoyada del
ejemplo ilustrativo [1.1/ (véase la figura [1.9).

Todas las variables que intervienen son exactamente las mismas que en el ejemplo es-
tudiado. Pero para mostrar la aplicabilidad del método propuesto se va a trabajar con dos
hipdtesis estadisticas:

Caso 1: Distribuciones logaritmico normales independientes. Esta hipdtesis es la
misma que la del ejemplo [1.1, y nos permite calcular la probabilidad exacta de fallo.
Los parametros de las distribuciones se muestran en la tabla [5.5. Las funciones de
densidad marginales de las variables se muestran en las figuras 5.6 y [5.7.
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Cuadro 5.4: Estimaciones de la probabilidad de fallo para distintas aproximaciones del

método de Gauss-Legendre (versién optimizada).

Versién optimizada Simulaciéon Monte Carlo
Prob. Prob. tiempo | Numero de Prob. tiempo
n| m | estimada exacta (en ticks) puntos estimada | (en ticks)
3| 10 | 0.998658165 | 0.998650456 1 10t 1.000000 0
3| 20 | 0.998652474 | 0.998650456 9 102 1.000000 0
3130 | 0.998651367 | 0.998650456 36 103 0.998000 0
3| 40 | 0.998650972 | 0.998650456 105 104 0.998400 1
3| 50 | 0.998650788 | 0.998650456 247 10° 0.998530 9
3| 60 | 0.998650687 | 0.998650456 493 106 0.998672 93
3| 70 | 0.998650626 | 0.998650456 890 107 0.998669 932
3 | 80 | 0.998650586 | 0.998650456 1482 108 0.998667 9319
. P E Wy S
200000 400000 600000 800000 2x107  2.5x107  3x107 3.5x107

Figura 5.6: Distribuciones logaritmico normales para las variables P y s, en el caso 1.

f(c)

i [ L M c
9 9.5 10 10.5 11 0.96 0.98 1 1.02 1.04

Figura 5.7: Distribuciones logaritmico normales para las variables L,b y ¢, en el caso 1.
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Cuadro 5.5: Medias y desviaciones estdndar de las 5 variables aleatorias que intervienen en
el ejemplo ilustrativo [5.3| para los casos 1 y 2.

Caso 1
Variable | Distribucion Media Desviacién tipica
P log N(pp,0%) | pp = log(400000) = 12,8992 | op = 0,257984
s log N(ps,02) | ps = log(25000000) = 17,0344 | o4 = 0,085172
L log N(pir,,02) iz = log(10) = 2,30259 or, = 0,023026
b log N (pipy, 02) | pp = log(0,576) = —0,551648 | o} = 0,011033
c log N (ficy, 02) pe =log(1) =0 o. = 0,011033
Caso 2
P N(pp,o%) up = 413527 op = 108483
s N(ps,02) s = 25091184,69 os = 2140947,96
L N(prg,02) pr, = 10,0027 or, = 0,23
b N (pipy, o2) = 0,576035 op = 0,00635
c N(ptey, 02) pe =1 o. = 0,011033

Caso 2: Distribuciones normales independientes. Las variables aleatorias P, s, L,by
¢ se consideran variables normales. Las medias y desviaciones tipicas del ejemplo
numérico del caso 2 se consideran iguales a las del caso 1. Asi, se pueden obtener a
partir de las del caso 1 utilizando las siguientes expresiones:

of = exp(p]) [exp(2+ 07?) — exp(07?)] |

donde p y o} son las medias y desviaciones tipicas del caso 1, y el subindice ¢ toma

los valores P, s, L,b y c. Los valores numéricos correspondientes se muestran también
en la tabla 5.5.

5.3.5. Diseno clasico

El diseno clasico con coeficientes de seguridad es el mismo que el del ejemplo ilustrativo
1.1, en el que se asumia los siguientes valores para las variables:

sg = 25Mp; Py = 400000N; Lg=10m; vp =1,6; s = 1,5, (5.33)
Los valores de las variables by y ¢y se toman como:
bp = 0,576m and ¢y = 1,0m. (5.34)

La probabilidad de fallo asociada al diseno clasico para las distribuciones estadisticas del
primer caso es py = 0,000692289.
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5.3.6. Método propuesto

En esta seccion se determina la probabilidad de fallo mediante la aplicacion del algoritmo
5.2l Asi, se procede de la siguiente manera:
Paso 1: Utilizacién de la transformacién de Rosenblatt para obtener variables U indepen-
dientes con distribucién uniforme U (0, 1). Para ello, se hace:

X = F! 2)(U1) = up +UP(I)_1(U1)

N(llu'Pyo'p
Xo = F];Sﬂs,ag)(UZ) = pis + 0527 (Ua)
I _ -1
X3 = FN(lﬂLﬂ%)(U:%) = pr +o® (Us) (5.35)
Xa= Fyi,onUs)=m+ o, ® ' (Us)
X5 = Fyyon(Us) = e+ 007} (Us)
donde
[ (log P,logs,log L,logb,logc) para el Caso 1
(X1, Xo, X3, Xy, X5) = { (P,s,L,b,c) para el Caso 2
€so es,

Xo — s
U2 - F(H570'§)(X2) =@ < 20 - >
X3 — L
Us = Ky, 02)(X3) = @ <0L> (5.36)
Xyq —
Us = Fuy o) (Xa) =@ { —
X5 — c
Us = Fluon) (Xs) = @ ( = .

Y la region de fallo en términos de las variables U resulta:

Caso 1:
—pp — op® Y (UL) + ps + 0s® 1 (Uz) — pp — o, @ (Us) + pup + 0b¢_1(U§)
+241e + 20.271(Us) < log 3
(5.37)
Caso 2:
3 (U oYU

2 (bo + op®~1(Us))(co + 0,271 (Us))?

Paso 2: Transformacién del conjunto de variables U en un nuevo conjunto V, de forma
que el vector (0,0, ,...,0) sea el més desfavorable desde el punto de vista de la seguridad.
Para ello, se hace:

Vi = 1-U;

Vo = Us

Vs = 1-Us (5.39)
Vi = Uy

Vs = Us
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Cuadro 5.6: Estimaciones de la probabilidad de fallo para distintos valores de los pardmetros
del método de integracion de Gauss-Legendre en su versién optimizada.

Caso 1
Optimizada Simulaciéon de Monte Carlo
Probabilidad | Probabilidad cpu Ntumero de | Probabilidad cpu

n| m estimada exacta (en ticks) puntos estimada (en ticks)
51 5 0.000000 0.000696 1 103 0.001000 0
51| 10 0.000001 0.000696 11 10* 0.001100 3
51| 20 0.000307 0.000696 250 10° 0.000830 28
51| 30 0.000555 0.000696 1649 106 0.000711 288
5| 40 0.000657 0.000696 6834 107 0.000694 2874
51| 50 0.000692 0.000696 21896 108 0.000701 28735

Caso 2
51| 10 0.000000 - 14 10 0.000000 3
51| 20 0.000009 - 252 10° 0.000030 28
51| 40 0.000024 - 5970 106 0.000038 280
51| 60 0.000029 - 47234 107 0.000033 2795
51| 80 0.000031 - 219468 108 0.000032 27943
5| 100 0.000032 - 753609 10° 0.000032 279428

Paso 3: Dado que las nuevas variables V estédn idénticamente distribuidas U (0, 1), se obtiene

y la regién de fallo transformada queda como gy (vy,ve, ...

fVl,Vz,...,Vn(UlaU2a e ,Un) = 1; 0 § V1 S 1; 1= 1,2,3,4,5,

Caso 1:

Caso 2:

Hs + 0’5¢71(U2) -

_'uP — 0‘P®71(1 - Ul) + //LS + O‘S¢71(U2)

,Un), véase (5.40):

3
—pr —or® (1 —w3) + py + 0p @ (vg) + 2pe + 2087 (v5) < log P
3(up +op® (1 —v1)) * (ur + 0071 —vg)) _ 0

2(pp + ov®~ 1 (v4)) * (pe + 0P~ (v5))?

(5.40)

(5.41)

Paso 4: Obtencién de la probabilidad de fallo mediante el procedimiento recursivo (5.25),
basado en la férmula de cuadratura de Gauss-Legendre (5.22).

La tabla 5.6/ muestra los resultados obtenidos utilizando los valores numéricos de la tabla
5.5y el método optimizado para el Caso 1. Notese que se requiere un polinomio de grado
50 para obtener una probabilidad casi exacta.
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Comentario 5.2 Las probabilidades de fallo para los casos 1 y 2 son 0,000696 y 0,000032,
respectivamente. Esto implica mds de un orden de magnitud, y muestra la gran sensibilidad
a las distribuciones estadisticas seleccionadas para las variables, incluso aunque las distri-
buciones normal y logaritmico normal pertenecen al dominio de atraccion de Gumbel (véase

Galambos [84] y Castillo [27]). |
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Capitulo 6

Aportaciones a las Técnicas de
Optimizacién por Descomposicion

6.1. Introduccion

En este capitulo se presentan dos aportaciones a los métodos de optimizacién por des-
composicién. Inicialmente surgieron para la resoluciéon de problemas basados en fiabilidad,
pero pueden utilizarse para otras aplicaciones.

6.2. Meétodos Alternativos de Descomposicion

En el capitulo |4 se han descrito procedimientos de descomposicion estandar. En esta
secciéon se describen procedimientos alternativos para resolver problemas con una estructura
caracteristica, que se presenta en una gran cantidad de aplicaciones en la ingenieria.

La estructura que nos interesa viene dada por el siguiente problema:

Minimizar ¢(x,y) (6.1)
X
sujeto a
h(X7Y> = hO (6
gxy) < 0
x°<x < xW (6.4)
donde la funcién h(x,y) no puede evaluarse de forma sencilla. Por ejemplo,
hi(x,y) = Minimo /;(x,y;u,v) (6.5)
u,v
sujeto a
ri(u,v) = k. (6.6)

La principal dificultad de este problema es que la restriccién (6.2) no puede incorpo-
rarse en los paquetes de optimizacién estandar, por lo que se necesita un procedimiento de
descomposicién.

133
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6.2.1. Método de Relajacion

El primero de los métodos para resolver el problema anterior es un método de relajacién
para eliminar las restricciones de complicacion.

Bajo ciertas circunstancias, la solucién del problema (6.1)-(6.4) puede obtenerse como
el limite de una secuencia {P(") :n=1,2,...} de problemas, donde P, consiste en:

Minimizar ¢(x,y) (6.7)
X
sujeto a
rixy) = r” (6.8)
g(x,y) < 0 (6.9)
x°<x < x"W (6.10)

donde h(x,y) se ha reemplazado por r(x,y), que puede implementarse facilmente en cualquier

paquete de optimizacién estdndar. Una regla para obtener r[()n) viene dada por:

vy = x{” + p(hy — ™)

donde h(™ es el vector de soluciones de los problemas (6.5)-(6.6) para (x,y), la solucién
6ptima del problema P,
Alternativamente, si se dispone la variable dual A asociada a la restriccién (6.6) se podria

utilizar el desarrollo en serie de Taylor para actualizar el valor de r(()n):

oh(™ 1
hy = h™ + ) ) (6.11)
81.8”) < 0 0 )
hy = B+ (rf" - x") (6.12)
de donde
NG
o) _ o (o ) Ah ). (6.13)

Esto requiere la existencia de una correspondencia regular incremental h(x,y) = q(r(x,y)),
entre h(x,y) y r(x,y), que se llamard h = q(r).

De forma més precisa, para resolver el problema inicial (6.1)-(6.4) se propone el siguiente
algoritmo:
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Algoritmo 6.1 (Algoritmo de relajacién).

Entrada. El problema (6.1)-(6.4), un coeficiente de relajacién p, valor inicial rg, y la tole-
rancia € para controlar la convergencia.

Salida. La solucién del problema (6.1)-(6.4) con su error.

L] . s, . . . . . n
Paso 0: Iniciacién. Iniciar el contador de iteraciones, n = 1 y fijar los valores de r(() ) a
los valores iniciales rg para la primera iteracion.

Paso 1: Soluciéon del problema maestro. Resolver el problema:

Minimizar ¢(x,y) (6.14)
X
sujeto a
r(xy) = ry’ (6.15)
gxy) < 0 (6.16)
x°<x < x"W (6.17)

y obtener su solucién (x*,y*).
Paso 2: Solucién de los subproblemas. Obtener, para todos los valores de 4, los valores

hl(n)(x*,y*): Minimo 4;(x*,y*;u,Vv) (6.18)
u,v
sujeto a
ri(u,v) = k; N\ (6.19)

donde \; es la variable dual asociada a la restriccién (6.19).

Paso 3: Comprobacién de la convergencia. Si ||h(”) — hyl| < € parar el proceso, se ha
alcanzado la solucion. Si no, continuar en el paso 4.

Paso 4: Actualizar los limites ry. Usar la féormula:

vy =2 + p(hy — b)),

hy — h(®

O (ho )7
A

incrementar el contador de iteraciones en una unidad n =n + 1, e ir al paso 1.

Teorema 6.1 (Convergencia del Algoritmo 6.1). Bajo ciertas condiciones de regu-
laridad, que garantizan la existencia del desarrollo en serie de Taylor de q(r) y ||L, —
qu(rSﬁl)))H < 1, el algoritmo anterior con el coeficiente de relajacion conduce a la solucion

del problema (6.1)-(6.6).
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Demostracién. Asumiendo ciertas condiciones de regularidad, la convergencia del algorit-
mo puede justificarse como sigue.
h(n+1) _ q(rén+1)) —_ ( (n) + P(ho . h(n)))

= q(rf”) + pVar(”) (e — h™)

= h™ + pVq(r]”)(ho — h™)

= (L.~ pVa( rJ)) b + pVa(r(”)hy

== (Im ) + anhO
donde rgf) es el punto intermedio usualmente usado en el desarrollo en serie de Taylor, I,,

es la matriz de identidad cuya dimensién m es la misma de h, y Q,, = Vq(r(f)). Entonces,
se tiene:

n—1 n—1 n—1
h(" = (H(Im - in)) W +p > Q; J[ @n—pQs) | ho
i=1 j=1  s=j+1

en la que para valores adecuados de p y las condiciones de regularidad, incluyendo ||I,,

pQi)|| < 1, converge a hy. .

Ejemplo ilustrativo 6.1 (Método de Relajacién). Considérese el problema:

Minimizar (71 + 22 — 2)? + (23 + 74 — 2)? (6.20)
Z1, T2, X3, T4
sujeto a
hi(x,y) = 12 (6.21)
ho(x,y) = 6 (6.22)

donde la funcién h(x,y) se define como:

4

hi(x,y) = Minimo S (u; — x7)? (6.23)
U, Uz, U3, uqg =1
sujeto a
3ui +us +2us+ug = 6 (6.24)
y
4
ho(x,y) =  Minimo S (u; — ;)2 (6.25)
Uy, Uz, uz, ugy =1
sujeto a

up+us +us+2us = 7 (6.26)
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Cuadro 6.1: Procedimiento iterativo hasta que se obtiene la solucién en el ejemplo ilustrativo
6.1.

n T To T3 Ty 71 79 h1 ha c error

1 /050 1.50|2.00|0.00| 756 | 6.36 | 0.07 | 1.29 | 0.00 | 23.49816
2 | 1.68 | 0.40 | 0.00 | 2.14 | 8.05 | 9.33 | 0.22 | 0.06 | 0.03 | 36.25063
3 | 1.03|1.64|0.00| 333|846 | 11.88 | 0.38 | 0.90 | 2.21 | 26.64688
4 1047|271 ]0.00 | 435 | 8.67 | 12.82 | 0.78 | 4.11 | 6.91 | 3.76708
5 1029 | 3.08 000|473 |842 |12.72 | 1.71 | 6.21 | 9.31 | 0.30644
6 | 0.19 | 3.15 | 0.00 | 4.69 | 815 | 12.65 | 1.73 | 6.15 | 9.03 | 0.29960
7 10.08]3.25|0.00 | 4.66 | 7.84 | 12.55 | 1.82 | 6.20 | 8.83 | 0.42641
8 10.00|3.14]0.00|4.71 | 759 | 1247 | 1.69 | 6.15 | 8.61 | 0.26849
9 1 0.00|272]0.00|4.88 | 756 |12.48 | 1.27 | 5.98 | 8.79 | 0.00513
10 | 0.00 | 2.64 | 0.00 | 4.92 | 7.55 | 12.48 | 1.21 | 6.00 | 8.93 | 0.00022
11| 0.00 | 2.63 | 0.00 | 4.93 | 7.55 | 12.48 | 1.20 | 6.00 | 8.95 | 0.00001
121 0.00 | 2.62 | 0.00 | 4.93 | 7.55 | 12.48 | 1.20 | 6.00 | 8.96 | 0.00000
13| 0.00 | 2.62 | 0.00 | 4.93 | 7.55 | 12.48 | 1.20 | 6.00 | 8.96 | 0.00000

La solucién del problema (6.20)-(6.26) puede obtenerse como el limite de las soluciones
de la secuencia {P(") :n=1,2,...} de problemas:

Minimizar (21 + 22 — 2)% + (23 + 14 — 2)? (6.27)
:I:!’ x27 x37 x4
sujeto a
31+ 22+ 223+ 24 = Tgn) (6.28)
T1+To+ 23+ 24 = rén) (6.29)

v la regla para actualizar el pardmetro r(()n) :

() - () os ()
) =l ) 7O U n

La tabla 6.1 muestra la evolucién del procedimiento iterativo en la que se pueden ver
los valores de las variables y del error ||hg — h(™||, para los datos siguientes:

p=05 =7 rl) =4 €=0,00001.
n

Ejemplo computacional 6.1 (Aplicacién de la técnica de relajacién). Dado el pro-
blema

2 2
Minimizar ¢(x,y) = Minimizar (xl) + <x2) (6.30)
X T1, X2 Ll Y2
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sujeto a

N
V]
®
N
Il
=88
“><
< Bs
\YARRLY,
g &
> =
w w
CARS

donde la funcién h(x,y) es la solucién del siguiente problema para i = 1,2

2 2 2 2
U — T Uy — T v — Vo —
hi(x,y) = Minimo ( ! 1> +< 2 2) + <1y1> +< 2 3/2>
Uy, u2,v1, 02 L1V, L2Vzy ylvy1 y2Uy2

(6.35)

sujeto a

gi(u,v) = 1, (6.36)

UTUY Uz [U1
gl(uav) = y 92(11’ V) = /-
V1V2 V2V U1

Suponiendo que los datos del problema son:

donde

y1 = 1,0; y2 =1,0; vz, =0,02; vy, =0,02; vy, =0,1; vy, =0,1;
91 =12 ¢9=16; h)=30; h)=4,0,

y tomando como valores iniciales de la variable x = (5,0,5,0)T se resuelve el problema
mediante la actualizacién automaética del parametro g™ con la férmula (6.13). De esta
forma no hay que definir el coeficiente de relajacién p. En la figura 6.1 se muestra la
interpretacion grafica del problema y se muestra que la solucién 6ptima se alcanza para los
valores x* = (0,951, 1,560)”, con un valor de la funcién objetivo de f(x*,y*) = 3,340. En
la tabla 6.2 se muestra la evolucion de método hasta alcanzar la solucién del problema, se
puede comprobar que converge en sélo 6 iteraciones.

Posteriormente se han realizado varias ejecuciones del mismo problema usando distintos
valores del coeficiente de relajacién p = (0,05,0,1,0,2,0,3,0,4). Todos ellos convergen a la
misma solucidén, excepto con p = 0,4. En la figura 6.2/ se muestra la evolucién del error con
los distintos valores de p, de la cual se pueden extraer las siguientes conclusiones:

1. El procedimiento siempre converge a la solucion si el coeficiente p es muy pequeno,
aun asi, lo hace de manera lenta para valores excesivamente pequenos.

2.  Conforme aumentamos el valor de p, el método se comporta mejor convergiendo cada
vez mas rapido, hasta que se alcanza un valor 6ptimo p* en el que el nimero de
iteraciones es minimo. En este ejemplo estd en torno al p* ~ 0,2.

3. Si se aumenta el valor de p por encima del valor éptimo, la convergencia empeora
hasta que llega un momento (p ~ 0,4) en el que el la solucién comienza a oscilar y no
converge.
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r X, X > r
3 2X12Y1Y2, 8 Region factible
" inicial
2.5
Solucién \
Optima _
(0.951, 1.560) . X .
>
? 2 vy Y2&
f¥(x, y) = 3.340 f(x,y)=9
1.5} /
! f(x,y)=2.795
s X)X| 2Y,Y,8,°
0.5¢
f X, = 1
( Y) / f(X, y) =4
0.5 1 1.5 2 2.5 3
X1

Figura 6.1: Ilustracién grafica del ejemplo computacional [6.1.

4. La resolucién del problema mediante la férmula de actualizacién (6.13) es aproxima-
damente equivalente (siempre mejor) a la actualizacién con el coeficiente de relajacion
o6ptimo p* en términos de velocidad de convergencia. Pero sélo cuando se esté cerca
de la solucién 6ptima, en ciertos casos, si se estd lejos de la solucion final la utilizacién
de la féormula puede provocar grandes variaciones en los valores actualizados que ha-
cen que los modelos sean infactibles. Hay que ser muy cuidadoso utilizando ambas
metodologias.

5. Los problemas que presentan ambos métodos de actualizacién pueden utilizarse para
generar modelos mixtos que combinen las dos técnicas para que el pardametro inicial
p actie de factor de relajacion de la variable dual A actualizadora, de forma que se
tome un parametro actualizador combinado diferente para cada parametro.

En el apéndice [A.1 se presenta la implementacion en GAMS del método de relajacion.
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Cuadro 6.2: Tlustracion del procedimiento iterativo para el ejemplo computacional 6.1.

$§n) :L‘gn) g%n) ggn) hgn) hgn) error®)

0.825 | 1.454 | 1.200 | 1.600 | 1.319 | 4.419 | 1.2752713
0.943 | 1.554 | 1.466 | 1.600 | 2.895 | 4.419 | 0.5445521
0.951 | 1.560 | 1.484 | 1.600 | 2.998 | 4.419 | 0.0342347
0.951 | 1.560 | 1.484 | 1.600 | 3.000 | 4.419 | 0.0007747
0.951 | 1.560 | 1.484 | 1.600 | 3.000 | 4.419 | 0.0000155
0.951 | 1.560 | 1.484 | 1.600 | 3.000 | 4.419 | 0.0000003

SO W =3

6.2.2. Meétodo de los hiperplanos aproximantes

Considérese el mismo problema (6.1)-(6.4), o cualquier otro problema con restricciones
de complicacién. El principal inconveniente de esos problemas es que las restricciones de
complicacién no pueden incorporarse en los paquetes de optimizacion estandar, por lo que
se necesita un procedimiento de descomposicion.

Una posible solucién alternativa al método anterior es la aproximacién de la restriccién
en el problema global mediante hiperplanos aproximantes (Castillo et al. [28]) de la siguiente
manera. Sea v la iteracién actual:

Minimizar ¢(x,y) (6.37)
X
sujeto a
R + 3 oh.” (X_x<5>) = hy; s=1,2,---,v—1 (6.38)
Vi ox(®) 7 S
gx,y) < 0 (6.39)
x°<x < x" (6.40)

de donde se obtiene el valor éptimo de x(*), que se emplea para calcular el nuevo valor de
la funcién h(x,y)

hg”) (x("),y> = Minimo /4;(x,y;u,v) (6.41)
u,v
sujeto a
ri(u,v) = k (6.42)
x = x".: A0 (6.43)

donde \;®) = 8hl(”) /0x) es un vector con las variables duales asociadas a la restriccién
6.43), que fija los valores de las variables de diseno x a los valores obtenidos del problema
maestro (6.13)-(6.40), x*).

Algoritmo 6.2 (Algoritmo de los hiperplanos aproximantes).
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Error
Q Q o) Q Q Q 0 Q O Error
2.5
0.25
2
0.2
1.5

p=04 0.05
p=0.2 7
0 8=8=0=0=0—0=—0—0—0—0—0—0 0
5 10 15 20
Iteraciones Iteraciones

Figura 6.2: Evolucién del error para distintos valores de coeficiente de relajacion p y con el
método de actualizaciéon dual .

Entrada. El problema (6.1)-(6.4), y la tolerancia e para controlar la convergencia.

Salida. La solucién del problema (6.1)-(6.4) con su error.

Paso 0: Iniciacidén. Iniciar el contador de iteraciones, v = 1.
Paso 1: Solucién del problema maestro. Resolver el problema:

Minimizar ¢(x,y) (6.44)
x
sujeto a
0y o (©
h —i—gax(s) (X—X ) = hy; s=1,2,---,v—1 (6.45)
g(xy) < 0 (6.46
x°<x < xW (6.47)

y obtener su solucién (x(*), y(*)). Inicialmente, cuando v = 1 la restriccién (6.45) no contiene
ninguin hiperplano. Posteriormente se van anadiendo, asi se va reconstruyendo la restriccion
de complicacién mediente hiperplanos.

Paso 2: Solucién de los subproblemas.Obtener, para todos los valores de i, los valores

hﬁ”) (x(”),y> = Minimo /;(x,y;u,V) (6.48)
u,v
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sujeto a

nuwv) = & (6.49
x = x™.: A0 (6.50)

donde A;*") es el vector dual asociado a la restriccién (6.50).
Paso 3: Comprobacién de la convergencia. Si||h*) —hgl|| < ¢ parar el proceso, se ha
alcanzado la solucién. Si no, incrementar el contador de iteraciones en una unidad v = v+1,

e ir al paso 1.
]

Noétese, que la principal ventaja de este método con respecto al de relajacién de la
subseccion [6.2.1/es que no necesita actualizacién de ningin parametro, conforme se resuelven
los subproblemas con distintos valores de las variables de diseno, se va reconstruyendo la
restriccién de complicacién mediante hiperplanos que se incorporan en el problema maestro
o global.

Ejemplo computacional 6.2 (Aplicacién de la aproximacién por hiperplanos).
A continuaciéon vamos a resolver el mismo ejemplo del ejemplo computacional 6.1 con la
aproximacion por hiperplanos:

2 2
Minimizar ¢(x,y) = Minimizar <$1> +<x2) (6.51)
X X1, X2 Al Y2
sujeto a

1T

axy)="" > g (6.52)
Y1y2
T2 [

x,y)=2 /9 > 6.53

92(%,y) o\ o 9> (6.53)

h(x,y) = ho 6.54

6.55)

donde la funcién h(x,y) es la solucién del siguiente problema para i = 1,2

2 2 2 5
uy — U — T V1 — Vo —
hi(x,y) =  Minimo \/< ! 1> + ( 2 2) + <1y1> 4 < 2 y2>
U1, u2, V1, V2 L1V T2z, Y1y, Y2 Uy,

(6.56)

sujeto a

gi(w,v) = 1, (6.57)

ULU2 u2 (%}
gi(u,v) = y ge(u,v)=—/—.
V109 vo \| Uy

Suponiendo que los datos del problema son los mismos:

donde

y1 = 1,0; y2 =1,0; vz, =0,02; vz, =0,02; vy, =0,1; vy, =0,1;
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Cuadro 6.3: Tlustracion del procedimiento iterativo para el ejemplo computacional 6.2.

xg') ggy) g§ error®)

0.825 | 1.454 | 1.200 | 1.600 | 1.319 | 4.419 | 1.2752713
0.950 | 1.559 | 1.481 | 1.600 | 2.980 | 4.419 | 0.5576132
0.951 | 1.560 | 1.484 | 1.600 | 3.000 | 4.419 | 0.0065065
0.951 | 1.560 | 1.484 | 1.600 | 3.000 | 4.419 | 0.0000009

7 RSO AC

B~ W N | Y

Error Error
0.04

Meétodo de
relajacion

Aproximacién
por hiperplanos

0.8

0.6
Iteraciones
0.4 5 6
0.2
0 .

2 U 5 6
Iteraciones

Figura 6.3: Evolucién del error con el método de aproximacién por hiperplanos y con el de
relajacion con el método de actualizacién dual A.

99 =12; ¢5=16; h{=30; h)=40,

y tomando como valores iniciales de la variable x = (5,0,5,0)”. En la tabla 6.3/ se muestra
la evolucién de método hasta alcanzar la solucién del problema, que como era de esperar es
la misma que la obtenida anteriormente con el método de relajacién, x* = (0,951, 1,560)7,
con un valor de la funcién objetivo de f(x*,y*) = 3,340.

En este caso el método se comporta incluso mejor, convergiendo en cuatro iteraciones.
Este comportamiento no es casual, y se puede concluir que este es el método que mejor
comportamiento tiene. Al igual que el método de Newton para resolver raices de ecuaciones
tiene una convergencia cuadratica. En la figura 6.3] se ilustra una comparacién de la evolu-
cion del error entre este método y el de relajacién con actualizacién automética mediante
variables duales, si bien el comportamiento es comparable, el primero funciona mejor y
serd preferible aplicarlo en todos los casos.

|
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En el apéndice |A.2] se presenta la implementacién en GAMS del método de la aproxi-
macién por hiperplanos.

6.3. Analisis de Sensibilidad

6.3.1. Introduccion

El analisis de sensibilidad es el estudio de como la variacion de los parametros que in-
tervienen en un determinado modelo, afectan, cuantitativa o cualitativamente, a la solucién
del problema. El objetivo de los estudios de sensibilidad es determinar la dependencia del
modelo a los datos que intervienen, con lo cual se aumenta la confianza del mismo y de sus
predicciones, proporcionando el conocimiento de cémo afectan los cambios en los datos en
la respuesta del modelo.

6.3.2. Sensibilidad en optimizacién restringida. Método general.

Todo problema de optimizacién genérico como el (3.2)-(3.4) se dice que ha alcanzado
las condiciones de optimalidad cuando se cumplen las condiciones de Karush-Kuhn-Tuker
(véase la definicién 13.1) en el punto solucién.

La sensibilidad de un parametro se determina teniendo en cuenta que las condiciones
de Karush-Kuhn-Tuker han de satisfacerse si se introduce una distorsién pequena en el
pardametro (véase Castillo et al. [39], Vanderplaats [164], Bazaraa, Sherali y Shetty [14] o
Luenberger [113]).

Prescindiendo de un estudio méas exhaustivo y riguroso sobre métodos estandar de sen-
sibilidad se va a introducir un método general muy 1til desde el punto de vista practivo. La
idea es muy simple, asumiendo que se desea obtener la sensibilidad de la funcién objetivo
a cambios en los datos, se convierten éstos en variables artificiales y se anaden restriccio-
nes que fijen los valores de estas variables a los valores de los parametros, con lo cual las
variables duales asociadas a esas restricciones nos daran la sensibilidad buscada.

De forma mds precisa, considérese el siguiente problema de optimizacion

Minimizar f(x,ng)

X
sujeto a
h(X, TIO) =0
g(x,mp) <0

donde 7 es el vector de datos o parametros con respecto a los cuales se desea obtener la
sensibilidad.
Para ello, se plantea el problema anterior de la siguiente maneras:

Minimizar f(x,n)
x,n

sujeto a
h(x,n) =0



6.3. ANALISIS DE SENSIBILIDAD 145

g(x,m) <0
n="m0: A

donde los valores de las variables duales A dan la sensibilidad o derivadas parciales de la
funcién objetivo con respecto a los parametros 7.

Un aspecto muy importante desde el punto de vista computacional es la utilizacién
adecuada del método de sensibilidad. Dado que se van a introducir maés variables, que
complican la resoluciéon de los modelos con las técnicas de optimizacion estandar, sélo se
transformard el problema original una vez que se haya alcanzado la convergencia, de tal
forma que el problema auxiliar con las variables fictificias se resuelve partiendo de la solucion
6ptima, con lo cual la obtencién de las sensibilidades estd garantizada.

Ejemplo ilustrativo 6.2 (Aplicacién del método de sensibilidad al ejemplo com-
putacional [6.1). Considérese el mismo problema que en el ejemplo computacional (6.1

2 2
Minimizar ¢(x,y) = Minimizar (M) + <:c2) (6.58)
X X1, T2 Y1 Y2
sujeto a
X,y) = > 6.59
nlxy) = D2 5 g (6.59)

Q
[\V)
®
N
Il
=818
ﬂx
< Fs
\YARRLY,
= &
> o
(@) (@)
RN

donde la funcién h(x,y) es la solucién del siguiente problema para i = 1,2

2 2 2 2
UL — Uy — T vy — o —
hi(x,y) =  Minimo ( L 1) -|-< 2 2) 4 <1y1> _|_< 2 3/2>
u1, Uz, V1, U2 L1V, T2Vz, Y1y, Y2y,

(6.63)

sujeto a

gi(u7v) = 1, (664)

Uu2 U2 U1
g1(u,v) = y o ga(u,v) = —=/—.
V102 V2 Ul

Supoéngase que se quiere calcular el mayor nimero de sensibilidades de los parametros del
modelo, con lo cual se llega a un mayor entendimiento del mismo. Considerando los mismos
valores numéricos que en el ejemplo 6.1]y resolviendo el problema mediante la aproximacién
por hiperplanos planteariamos los siguientes problemas de sensibilidad en el éptimo x*:

donde
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Para el clasico:

2 2
Minimizar  ¢(x,y*") = Minimizar < zix) + < §EX> (6.65)
X,y v T1,T9 Y1 Y2
sujeto a
rx
a6 y™) = —mae > o) B (6.66)
Y1 Y2
T aux
glx,y™) = 2 JI > 0 g, (6.67)
Y 1
hi
h() + %: gx* (x —x*) + (6.68)
Oh; aux
+3 Ty —y) + (6.69)
Vi ay
—I—Zahi (ev®™ —¢cv) > hgo: 0; s=1,2,---,v—1 (6.70)
VZ acv — ) ) ) )
cv?™ = c¢cv: ¢ (6.71)
y'™ o=y (6.72)

con lo cual se obtienen las derivadas de la funcion objetivo del problema original 3
con respecto a los limites inferiores g, las derivadas parciales @ respecto a los limites
inferiores hy, las derivadas parciales ¥ con respecto a los datos y y las sensibilidades
¢ con respecto a los pardmetros ¢v = (Vg , Vgy, Vyy s Vyy ).

Para los subproblemas: Vi:

2 Wi — pAUX 2 2 v,_yaux 2
s J j J j
Minimo E _d ) 4+ E —_ (6.73)
aux <,aux aux pduXgaux AUX g aux
j

u, v, X2 yaux oy =\ e = \Y Y,
sujeto a
gi(u,v) = 1 (6.74)
XM = x*N\ (6.75)
y* =y (6.76)
cv™ = cv: x (6.77)

donde A;, ¥, v Xx; son las variables duales asociadas a las restricciones que fijan los
valores auxiliares de las variables a los valores fijos de las variables objetivo y de los
parametros, respectivamente. Y que representan las sensibilidades de las funciones h
con respecto a los mismos

oh oh; oh;

AZ = 71; .= 7’ P s
ox* bi Oy Xi = Bev

que se emplean en el clasico en la reproduccion del hiperplano tangente a la funcién
h en el punto éptimo x*.
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Cuadro 6.4: Sensibilidades del ejemplo ilustrativo [6.2.

Pardametro | 0f(x,y) | hi(x,y) | ha(x,y)
Oy — 8,711 | —4,943
Oy —— 5,310 6,026
Oy 0.000 | —8,286 | 4,701
Oyo 0.000 | —8,286 | —9,403
vy, 1.436 | —4,203 | —1,922
OV, 1.436 | —4,203 | —8,085
vy, 4.836 | —14,159 | —19,623
vy, 4.836 | —14,159 | —22,567
dg? 0.000 —— ——
o) 1.275 —— ——
onY 0.342 —— ——
oh9 0.000 —— —

En la tabla 6.4/ se muestran los valores numéricos de las sensibilidades buscadas. Nétese
la cantidad de informacién que proporciona la tabla, asi por ejemplo, se puede comprobar
que los tnicos limites inferiores con sensibilidad distinta de cero son ¢J y hY, lo cual no es
de extranar porque de la soluciéon del ejemplo 6.1/ se puede comprobar que son las Unicas
restricciones activas, y por lo tanto las tinicas que pueden influir en la soluciéon con una
pequena perturbacién de esos limites.

|

Pese haberse aplicado el estudio de sensibilidad usando la aproximacién por hiperplanos,
es posible obtener los mismos resultados mediante la resolucién por el método de relajacion.
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Capitulo 7

Aplicacion de las Técnicas de

Optimizacion al Calculo de la
Fiabilidad Estructural

7.1. Introduccion

En el capitulo2/se ha revisado el estado del arte de los métodos empleados en fiabilidad, y
se ha llegado a la conclusién de que las metodologias mas interesantes desde el punto de vista
practico eran las basadas en métodos FORM y SORM. Ambas aproximaciones requieren el
calculo previo del indice de fiabilidad y del punto de méxima verosimilitud, que se reducia
a un problema de optimizacion.

Abdo y Rackwitz [2] y Liu y Der Kiureghian [110] presentaron sendos estudios de andlisis
del comportamiento de algoritmos de optimizacién aplicados a la fiabilidad estructural. Der
Kiureghian y De Stafeno [59] presentaron un algoritmo basado en el métodos de gradiente
que permite calcular el punto de diseno z*, el indice de fiabilidad § y ademas las curvaturas
principales, con lo cual la aproximacion FORM y SORM es inmediata usando los métodos de
la seccién 2.8.1. El algoritmo iterativo desarrollado por Rackwitz y Fiessler, véase Madsen,
Krend y Lind [114], ha demostrado ser muy rapido y efectivo en el andlisis FORM.

En este capitulo, no se van a discutir los diferentes métodos aplicables a problemas
de fiabilidad, sino que se propondra y analizard cémo se puede utilizar cualquiera de los
paquetes de optimizacion estandar existentes en el mercado, para la resolucién de problemas
de optimizacién basados en técnicas de optimizacién, en particular en aquellos en los que
el célculo de la solucién del problema (2.12)-(2.13) sea sélo una parte del objetivo del
problema.

7.2. Problemas de Optimizaciéon Basados en la Fiabilidad
En la seccién 2.9 se introdujo el estado del arte de los métodos de optimizacion aplicados
a la optimizacién estructural. En esta seccion se presentaran de forma més concreta los

diferentes problemas tratados en esta tesis.

149
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7.2.1. Clasificacion de las variables

Antes de comenzar con el planteamiento general del problema vamos a clasificar las
distintas variables con las que se va a trabajar, y que inicialmente se engloban en el vector
de variables bésicas o de proyecto (X1, Xo,...,X,) que constituyen las variables de disefio
y factores de proyecto tales como (resistencias, sobrecargas, dimensiones, ...). Para que el
tratamiento sea lo mas general posible se considerara que todas las variables que intervienen
son aleatorias, mientras que las deterministas serdan un caso particular de las anteriores en
las que el nivel de incertidumbre asociado es nulo.

Un aspecto muy importante es distinguir entre valores de disenio de las variables alea-
torias, que en este caso se consideran como valores esperados o caracteristicos (percentiles
extremos) y que se denotan como T; y I;, respectivamente, y el valor real de la variable.
El primero tiene como funcién tratar de definir el valor seleccionado por el proyectista o
por el procedimiento de optimizacién para utilizar un valor de cdlculo asociado (valor no-
minal), mientras que el segundo es el valor verdadero que toma la variable en realidad, que
es aleatorio. Estos valores son seleccionados o bien por el ingeniero, o bien los definen los
c6digos o bien son resultado del procedimiento de optimizacién. Asi, el conjunto inicial de
variables bésicas (Xi,..., X, ) puede dividirse en cinco subconjuntos:

d: Variables de disenio. Son las variables cuyos valores deben obtenerse del procedimiento
de optimizacién. Normalmente estan asociadas a pardmetros que definen la geometria
de la estructura (dimensiones), tales como espesores, alturas, secciones transversales,
etc, a parametros que definen la configuracién, o a los materiales que la componen,etc.
Pueden tener valores deterministas o aleatorios, en caso de tratarse de variables alea-
torias se trabajara con su valor nominal, es decir, el esperado o caracterfstico (d o Zi)
Esté claro, por ejemplo, que las dimensiones de un proyecto, en principio son variables
fijadas por el proyectista, pero a la hora de construir hay cierta incertidumbre en su
valor final, ésta dependerd del nivel de control, y puede considerarse como aleatoria.
Lo mismo ocurre con las resistencias, claramente aleatorias.

1n: Pardmetros. Conjunto de parametros fijo en el diseno global controlados por el pro-
yectista, es decir, los valores esperados o caracteristicos (7 o 1) asociados a estas
variables no se modifican por la optimizacion, pero pueden tener caracter aleatorio
que influird en la fiabilidad.

¢: Agentes. En este conjunto se englobardn todas las variables aleatorias cuyo valor
no depende del proyectista, principalmente engloban este grupo las acciones sobre
la estructura, o parametros experimentales poco conocidos. Los valores esperados o
caracteristicos de estas variables se denotan como ((z))

K: Pardmetros estadisticos. Constituyen el conjunto de parametros que definen la varia-
bilidad y dependencia de las variables aleatorias de los vectores d, n y ¢.

:  Variables auxiliares o no bdsicas. Aquellas cuyos valores pueden obtenerse a partir de
alguno de los subconjuntos anteriores aplicando alguna férmula. Estdn intimamente
ligadas a las variables dependientes, de estado o no basicas del método del gradiente
reducido generalizado.
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7.2.2. Problemas de optimizacion estructural con restricciones de fiabili-
dad

Toda estructura tiene una serie de etapas o periodos caracteristicos, comenzando desde
su construccién, vida 1til, mantenimiento y reparaciones, desmantelamiento, etc. Cada una
de esas fases tiene una determinada duracién en la que la estructura y su entorno estan
sometidos a una serie de factores que interactian, y que tienen que tenerse en cuenta en
la etapa de proyecto. Para simplificar el analisis de las consecuencias de estas acciones se
discretiza en intervalos de tiempo caracterizados por unos valores de proyecto. Asi, cada
estado de proyecto con su comportamiento en el periodo considerado es una realizacion
de los factores de proyecto, es decir, que se asocia a cada estado unos valores fijos de las
variables. Esta discretizacion es una simplificaciéon del proceso estocastico real, de forma
que se describe el comportamiento estructural y del entorno mediante valores deterministas
y descriptores estadisticos. Durante cada uno de esos periodos, la respuesta estructural y la
explotacién se asume que son procesos estacionarios.

El conjunto de estados de proyecto puede dividirse en tres subconjuntos, asociados a las
condiciones de operatividad normal, extrema o accidental (véase la figural7.1)). Las primeras
incluyen las etapas de proyecto que ocurren habitualmente y para las cuales se disené la
estructura. Las condiciones extremas incluyen etapas de proyecto asociadas con las acciones
mas severas de los factores de proyecto.

Estados limites. El objetivo del proyecto es verificar que la estructura cumplira los
requerimientos para los que fue disenada en cada una de las etapas. Para simplificar el
proceso de verificacién, so6lo se comprueban algunos de los posibles estados de proyecto,
especialmente los que representan situaciones limite con respecto a la estabilidad, forma,
uso y explotacion. Por este motivo, se les llama estados limite.

Como se vi6 en el capitulo [Il hay varios tipos de estados limites que de forma general
se pueden dividir en dos: (1) aquellos que afectan la seguridad y servicio de la estructura;
y (2) aquellos relacionados con el uso y explotacién en los que no ocurre fallo estructural,
es decir, una vez que ha cesado el agente que provoco la parada operativa, la estructura
recupera su servicio normal de uso.

Modos de fallo. Un modo de fallo describe la forma o mecanismo en el que puede
producirse el fallo o la parada operativa de uno o varios elementos de la estructura. Los
modos que ocurren de forma similar o por el mismo mecanismo se les asignara el mismo
estado limite estructural u operacional (véase la figura[7.2).

Ecuaciones de verificacion. Una ecuacién de verificacion es la ecuacién que define un
modo de fallo. Es necesario establecer una ecuacion de verificacion para cada modo de fallo
considerado, ya sea de estado limite ultimo, de servicio y para cada modo de fallo operativo
perteneciente a un estado limite operativo. Generalmente se aplica asumiendo que los efectos
de los factores de proyecto son estacionarios y uniformes desde un punto de vista estadistico.

Hay varias formas de establecer la ecuacién de verificacién: (a) mediante coeficientes
de seguridad, y (b) mediante el margen de seguridad. Tradicionalmente, la verificacién del
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Vida util

Condiciones
operativas
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Normal Extremo Accidental
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Estados
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Ultimo De servicio

l |

Modos principales
de fallo

Figura 7.1: Metodologia general para plantaer el disenio estructural.
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Modos de
fallo
—] Pardmetros (n) [—
Factores Ecuaciones de
de proyecto (x) verificacién
—|  Agentes (¢) i l
Formato coef. Formato margen
de seguridad de seguridad
Valores nominales l l
deterministas Coeficiente de Probabilidades
-~ N .
d,n, o) seguridad de fallo
(v, F)
Valores
aleatorios

Figura 7.2: Variables, factores, estados de proyecto y modos de evaluacién de la fiabilidad.

cumplimiento de los requisitos de seguridad de una estructura en relaciéon a un determinado
modo de fallo se efectiia mediante coeficientes de seguridad, globales o parciales.

Factores de diseno deterministas o aleatorios. La magnitud (y direccién) de los
factores de proyecto, y consecuentemente, la respuesta de la estructura y su nivel de explo-
tacién varia con el tiempo. A los factores de proyecto se les puede asignar un valor nominal
(determinista), o un valor basado en un modelo estadistico u otro procedimiento, como
experiencia previa, ensayos de laboratorio, etc. Asi, durante el proceso de verificacién los
factores de proyecto pueden tratarse como deterministas u aleatorios.

Disenos 6ptimos. Pero eso no es todo, sino que en el trabajo diario de los ingenieros
tratando de disenar estructuras tales como puentes, presas, diques, etc, tienen como objetivo
minimizar el coste satisfaciendo las restricciones y requerimientos impuestos. El problema
de disenar se convierte por tanto en una tarea complicada e iterativa y usualmente requiere
mucha experiencia. Las iteraciones consisten en un proceso de prueba y error, seleccionando
las variables de disenio, y comprobando si se cumplen las restricciones asociadas a coeficientes
a la seguridad, a ecuaciones de funcionalidad, etc hasta que se obtiene un disefio razonable
en términos de coste y seguridad. Para resolver este problema hay dos aproximaciones posi-
bles: (a) la aproximacién cldsica, basada en coeficientes de seguridad (DSO, ‘Deterministic
Structural Optimization’), y (b) la aproximacién moderna, basada en probabilidades de
fallo (RBSO, ‘Reliability-Based Structural Optimization’).

Un aspecto muy importante antes de describir los distintos problemas tratados en esta
tesis es que en la aproximacion cldsica se utilizan restricciones con coeficientes de seguridad



154 CAPITULO 7. APLICACION DE DESCOMPOSICION EN FIABILIDAD

donde las variables se asumen deterministas (valores nominales) e iguales a sus valores
medios o caracteristicos (percentiles extremos).

En esta tesis se analizan de forma exhaustiva problemas en los que las restricciones
fijadas por los cédigos relativas a la fiabilidad de los componentes estructurales estan aso-
ciadas a modos de fallo individuales (véase Frangopol [79], Murotsu et al. [123] y Sorensen
[152]), e invariantes en el tiempo. Por tanto, se tratan los siguientes casos:

1. Diseno clasico con coeficientes de seguridad globales. En este caso, el ingeniero
trata de minimizar una funcién objetivo sometida a restricciones de seguridad con
coeficientes globales asociados al modo de fallo (véase la subseccion [1.2.1)), es decir

Minimizar c(d ,7~77&7,¢) (7.1)
d
sujeto a
gi(d. 7, ¢, 9) > F)iViel (7.2)
ri(d,n,¢,) < 0;VjeJ (7.3)
h(d,7,¢) = (7.4)
d < d < d” ( 5)

donde c(d, 1, o, 1) es la funcién objetivo a optimizar (funcién de coste), I es el con-
junto de modos de fallo, g;(d, 7, o, 1); i € I son los valores actuales de los coeficientes
de seguridad asociados a todos los modos de fallo, respectivamente, r](d 1, q.’) ) <
0;5 € J son las restricciones geométricas y las asociadas a los cédigos, h(d, n,qb)
son las restricciones que permiten el cdlculo de las variables auxiliares y (7.5) son
los limites de las variables de diseno. Notese que las variables aleatorias tienen como
valores representativos los valores medios o caracteristicos d, 7, @, que permanecen
fijos.

2. Diseno clasico con coeficientes de seguridad parciales. Dado que en la mayoria
de los cédigos existentes las restricciones de seguridad se imponen con coeficientes de
seguridad parciales (véase la subseccién [1.2.3)) asociados a las variables en vez de a
los modos de fallo, el problema anterior queda como

Minimizar c(d ,7, ¢, ) (7.6)

d

sujeto a

gi(y" (d7, @), ) > 1 Viel (7.7)
(v (dn, @), %) < 0 Vi€ (7.8)
h(v"(d,7,¢) = ¥ (7.9)
d°<d < d%® (7.10)
YOy < 4™ (7.11)

donde ~ es el vector de coeficientes parciales de seguridad asociados a cada una de las
variables aleatorias, sus valores serdn mayores o menores que 1 en funcién de si estan
del lado de la inseguridad, o del lado de la seguridad, respectivamente.



7.2. PROBLEMAS DE OPTIMIZACION BASADOS EN LA FIABILIDAD 155

Diseno moderno. Alternativamente, el diseno moderno trata de minimizar el coste
sometido a restricciones de fiabilidad, es decir

Minimizar ¢(d, 7, ¢, ) (7.12)
d
sujeto a
Bi(d, 7, P, b, k) > [V Viel (7.13)
ri(d, 7, é,9) < 0;Vj€ed (7.14)
h(d,7,¢) = (7.15)
d°<d < d” (7.16)

donde ; es el indice de fiabilidad asociado al modo de fallo %, y ﬂ? es el correspondiente
limite inferior. En este modelo se han sustituido las restricciones (7.2)) y (7.7) clasicas
por las restricciones probabilistas (7.13).

Diseno mixto global. Existe una alternativa mixta, que combina coeficientes de
seguridad e indices de fiabilidad (es la base del ‘Probability-Safety Factor Method’,
véase Castillo et al. [37, 31 26, 38]) y que, en el caso de coeficientes de seguridad
globales puede plantearse como:

Minimizar ¢(d, 77, @, 1) (7.17)

d

sujeto a

gi(d,n,d,p) > FiViel (7.18)
Bi(d, i, ¢, k) > B Viel (7.19)
ri(d,n,¢,9) < 0;VjelJ (7.20)
h(d,7,¢) = (7.21)
d°<d < d% (7.22)
que es exactamente igual al problema (7.1)-(7.5) pero anadiendo las restricciones prob-

abilistas (7.19).

Diseno mixto parcial. En el caso de utilizar coeficientes de seguridad parciales
(véase Casas [25]) el problema puede plantearse como:

Minimizar ¢(d, 7, ¢, ) (7.23)

d

sujeto a

gi(v" (d, 7, ), ) > L Viel (7.24)
Bi(d, 7, poap, k) > B% Viel (7.25)
ri(y"(d 7, d),9) < 0;Vied (7.26)
h(v"(d,7,¢) = ¢ (7.27)
d°<d < d® (7.28)
FO<y < 4 (7.29)
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que es exactamente igual al problema (7.6)-(7.11) pero anadiendo las restricciones
probabilistas (7.25).

6. Diseno general global. El problema mas general que se tratara en la tesis sera el
mixto en el que se incluye en la funcién objetivo el coste asociado a la probabilidad
de fallo, este problema en el caso de coeficientes de seguridad globales se plantea de
la siguiente manera:

Mini@izar Cto(aa 7, (25, P, K') = CCO(Ela m, &57 '(/)) + O]B(_a m, &7 P, K’) (730)

d
sujeto a
g9:i(d, 7, d,9) > F);vViel (7.31)
Bi(d, i, d,9,k) > B Viel (7.32)
ri(d,¢,9) < 0;Vje] (7.33)
d°<d < d° (7.35)

donde (Y, es el coste total en la vida 1til de la obra, C¢, es el coste inicial de cons-
truccién y C,@ es el coste asociado a la probabilidad de fallo.

7. Diseno general parcial. En el caso de emplear coeficientes de seguridad parciales
se plantea de la siguiente manera:

Mini{nizar Cto((_i, ’f], &’, '(/)7 "’\'1) = Cco(& 7777 &7 '¢) + CI@(ZL 7777 a)? P, F‘") (7'36)

d
sujeto a

gi(v"(d.n,d), ) > 1L;Viel (7.37)
52'(7’;’7(2)71:07 K:) Z zoa Viel (738)
(v (di, @), ) < 0 V€] (7.39)
h(v"(d,7,¢)) = ¥ (7.40)
d°<d < d%® (7.41)
Yoy < 4% (7.42)

donde Cy, es el coste total en la vida 1til de la obra, C¢, es el coste inicial de cons-
truccion y C/@ es el coste asociado a la probabilidad de fallo.

Noétese que los dos tltimos modelos son los mas generales, de tal forma que los demés
pueden obtenerse como casos particulares. Asi por ejemplo, el modelo 1 (diseno clasico con
coeficientes de seguridad globales) puede obtenerse del modelo general 6, sin mas que quitar
la restriccién (7.32) y eliminando el coste asociado a la probabilidad de fallo.

Desafortunadamente, las alternativas en las que se tienen restricciones o funciones de
coste asociadas a los indices de fiabilidad 3 no pueden resolverse directamente mediante
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procedimientos estandar; las restricciones (7.13), (7.19), (7.25), (7.32) y (7.38) implican
otros problema de optimizacién asociados a cada modo de fallo:

Bi(d, 7, $,%, k) = Minimo  S;(d,n, ¢, d, 7, , v, K) (7.43)
dn,¢
sujeto a
gi(d,m, ) = 1 (7.44)
h(d,n.¢) = (7.45)

Sustituyendo el valor de la funcién G;(d,n, ¢, d, 7, &, 1, k) por el dado por la ecuacién
(2.12) particularizada para este caso, el problema (7.43)-(7.45) se transforma en:

B; = Minimo Vzlz (7.46)
zZ
sujeto a
h(d,n.¢) = o (7.48)
T(d,n ¢,k) = = (7.49)

donde g;(d,m, ¢,%) = 1 es la ecuacién de estado limite en fallo estricto, que es la misma
independientemente de utilizar un modelo con coeficientes de seguridad globales o parciales
(invarianza del indice de fiabilidad ). Y donde (7.49) es la transformaciéon de Rosenblatt
(2.59) para pasar todas las variables aleatorias al espacio multinormal estdndar Z. Nétese
que las variables d, n, ¢ son las realizaciones de las variables aleatorias correspondientes, y
que el punto 6ptimo d*, n*, ¢* es el punto de disefio o méxima verosimilitud de cada modo
de fallo considerado.

Queda claro, por tanto, que los problemas de optimizaciéon basados en fiabilidad se
caracterizan por tener dos niveles bien diferenciados:

Nivel 1: Optimizacién global en las variables d (problema maestro).

Nivel 2: Estimacién de la fiabilidad asociada a cada modo de fallo mediante la resolucién
del problema (7.46))-(7.49) (subproblemas).

En los capitulos 4] y |6/ se presentaron métodos de descomposicién para la resolucion de
todos los problemas planteados anteriormente.

7.3. Aplicacion de la descomposicion de Benders. Optimizacion
probabilista de un dique de escollera

En este capitulo se han presentado una serie de problemas de optimizacién basados en
la fiabilidad estructural (RBSO). Todos los problemas en los que la funcién de coste tenga
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450

Figura 7.3: Parametrizacién del dique de escollera usado en el ejemplo.

un término asociado a la fiabilidad (modelo general global y general parcial) se pueden re-
solver mediante la descomposicién de Benders. Para mostrarlo, se va a resolver un ejemplo
basado en el modelo general global (7.30)-(7.35) pero quitando las restricciones asociadas
a los indices de fiabilidad (7.32) y las relativas a los coeficientes de seguridad (7.31). Pos-
teriormente se presentaran metodologias para tratar las restricciones que se han eliminado,
especialmente las de complicacién (7.32)).

Considérese un ejemplo similar al de la seccién 2.7.3 (véase la figura [7.3)). El objetivo
en este caso es tratar de obtener un diseno que trate de minimizar el coste total de la
obra. Este estars compuesto por el coste inicial de construccién mas un coste asociado a la
probabilidad de fallo, que se suponfra que es el coste de un seguro que cubra los danos en
las instalaciones y barcos en el puerto en caso de que se produzca rebase.

El coste de construccion es

Ceo = CeVe + Cqq

donde v, y v, son los volimenes de hormigén del espaldén y de escollera, respectivamente,
V Cc ¥ Cq sOn sus respectivos costes por unidad de volumen.

Con el fin de simplificar el problema, el coste del seguro se evalia sélo considerando los
danos en caso de rebase y depende, por tanto de la probabilidad de rebase, PfD , durante la
vida util de la obra, D. Aunque para un analisis més riguroso, no sélo se deberia considerar
la probabilidad de rebase, sino también la cantidad de agua que rebasa el dique. Asi, una
funcién de coste posible es

Cin = 5000 + 1,25 x 10PP”.

que asocia un coste de seguro minimo de 5000 euro, aumentando de forma cuadratica con
la probabilidad de fallo.

Los costes de construccion, seguro y total en funcién de la probabilidad de fallo se mues-
tran en la figura [7.4. Notese el cardcter decreciente y creciente del coste de construccion y
de seguro, respectivamente conforme aumenta la probabilidad de fallo, y el caracter convexo
de la funcion de coste total.

Como en el ejemplo de la seccién 2.7.3), para un dique de escollera de pendiente de talud
tanay y francobordo F, (véase la figura [7.3), y unos valores dados de la altura H y del
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Aproximacion lineal
—— de la funcién de coste
enel punto (d)

Cost Coste total (Cy )

Go@) NG

Disefio 6ptimo

Ceo@) |- j i

E ' Coste del

! ! seguro(C;))

! : Coste de

! ' construccion(C )
S , :

q d d

Aumento de la probabilidad de fallo (PfD(d))

Figura 7.4: Hlustracién grafica de las funciones de coste.

periodo T de la ola, el nivel médximo que alcanza el agua al incidir contra el dique puede
estimarse por el nivel que alcanzaria el agua al ascender por el talud del dique, supuesto
que tiene una longitud infinita. Con esta aproximacién, se producira rebase (fallo) siempre
que el maximo nivel alcanzado por el agua en ese talud, R,, llamado ‘run-up’, exceda el
francobordo F. Asi, el fallo por rebase ocurre cuando

F.— R, <0. (7.50)

Basandose en resultados experimentales, Losada y Jiménez Curto propusieron la siguien-
te férmula para estimar la cantidad adimensional R, /H:

R,
F = Au (1 — eBuIT)

donde A, y B, son coeficientes experimentales dependientes del tipo de material de la
escollera e I,. es el numero de Iribarren

_ tan ag
" VH/L

donde L es la longitud de onda de la ola y a; es el angulo de la pendiente del talud. L se
obtiene de la ecuacion de la dispersién

2r\? 2 2
<7r> :itanh il

T

donde Dy, es el nivel del mar de diseno.
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Ademas, debido a motivos constructivos, se limita la pendiente del talud o por:
2<cotas <5H

Si Py es la probabilidad de fallo por rebase debido a una ola, la probabilidad de fallo en
el estado de mar de cédlculo, que sera la probabilidad de fallo durante la vida 1til es

PP(d)=1-(1—Pi(d)" (7.51)

donde N = dg /T es el nimero medio de olas (supuestas independientes) durante el estado
de mar de diseno para el periodo D, y dg es su duracién.

El conjunto de variables de este problema se divide, segin la clasificacion dada en la
seccion [7.2.1) en los siguientes subconjuntos:

d: Variables de disenio. Variables, en este caso deterministas a determinar por el proce-
dimiento de optimizacién:
d={F. tana}

1n:  Pardmetros. Conjunto de variables fijado por el proyectista, los cddigos, u otro con-
dicionante ajeno al procedimiento de optimizacion, en este caso también se han con-
siderado como deterministas para simplificar el problema:

n= {Aua By, Dy, ce, Ca}

¢: Agentes. Variables aleatorias no controladas por el proyectista, en este caso asociadas
al oleaje

o= {H>T}

Kk: Pardmetros estadisticos. Definen la variabilidad y dependencia de las variables alea-
torias, en este caso los descriptores del estado de mar de calculo:

K = {HS7 Ta dst}

donde H, es la altura de ola significante, T es el periodo medio de las olas y dg es la
duracién del estado de mar.

1. Variables auziliares o no bdsicas. Son aquellas que pueden obtenerse en funcién de las
demés (d, n y ¢), mediante alguna férmula y sirven para simplificar el modelado y
facilitar la obtencion de las ecuaciones de estado limite:

¢ = {IT‘a Va, Ve, 0007 Cinv Ru; La d}

Las tinicas variables aleatorias consideradas en este problema son H y T, que se asume
que son independientes con las siguientes funciones de distribucion:

Fy(H)=1— ¢ 2H/H)* [ >0, (7.52)

Fr(T) =1— e 0BT/ 1 > (7.53)
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Asi, el problema global es:

Minimizar Cio = €eVe + Cqvq + 5000 + 1,25 x 10 PP
F,, tan ag

sujeto a

2 < cotas <5

F. = 2+h
v. = 10h
1 D +2
va = =(Dwr +2)(46+ Dwr, + M)
2 tan o

Pr(d) = ®(-p) )
PP(d) = 1- (1= Py(d) /D

donde S es el indice de fiabilidad, que no puede resolverse directamente, sino que involucra
otro problema de optimizacién

Minimizar 3 = /2% + 23
H,T
sujeto a
Ry By,
[ = tAanos
VH/L

I i = 2—Wtanh 2m
T L Dy,
®(z1) = 1—exp(—2(H/H,)?
D(z) = 1—exp(—0,675(T/T)*

o

Como se puede apreciar, este problema se caracteriza por tener dos niveles, el primero
es la optimizacién global del problema en funcién de las variables de diseno d, y el segundo
es la determinacion de la probabilidad de fallo o fiabilidad. Por eso se precisa una técnica
especial de resolucion.

A continuacién se va a resolver el problema mediante la descomposicién de Benders
teniendo en cuenta que las variables de complicacién van a ser las variables de diseno d,
de tal forma que se va a tratar de recomponer la funcién Cy,(d). De forma més precisa el
método procederia de la siguiente manera:

Paso 0: Iniciacién. Seleccionar unos valores iniciales para las variables de diseno (com-
plicacién) d©) = {Fc(o),tan ago)}.
Iniciar el contador de iteraciones a v =1, d¥) = d(o), y la cota inferior del 6ptimo del
coste total a C’l(oy) = —00.
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Paso 1. Resolucién del subproblema. Fuvaluacion del indice de fiabilidad 5. En funcién
de las variables de diseno seleccionadas, se calcula en indice de fiabilidad resolviendo

el problema
Minimizar 3% = \/z% + Z%

HT
sujeto a
e ey
I = tan oy
VL
(27T>2 = 2—Wtanh 2m
T L Dwr,
®(z1) = 1—exp(—2(H/H,)?
B(z) = 1—exp(—0,675(T/T)*
R, =F.
d = dv: AW,

La solucién de este problema proporciona %), y las derivadas parciales del indice de
fiabilidad con respecto a las variables de disefio o complicacién AW, Ahora, es posible
evaluar la probabilidad de fallo de una ola (P), la probabilidad de fallo durante la
vida 1til (P]P ), los volumenes de material (v, v,), €l coste de construccién Co,, €l

coste de seguro Cyy, y el coste total C’t((l; ) (véase la figura7.5) para los valores actuales
de las variables de complicacién (disefio) d®) como:

v = 10h
1 Dy +2
vy = 2(DWL+2)(46+DWL+(WL(V)))
tan ag
FW = 244

Py = o(-p¥)

dot)T
PP = 1-(1-pPy)™/
Cco = CeUc + CaUq
Cin = 5000+ 1,25 x 10°PP

C(V) = Cco+cin-

Asi, se ha reconstruido el término de orden cero del desarrollo en serie de Taylor de
la funcién objetivo en el punto d(”), es decir, se ha calculado el punto de la funcién
de coste total. Como el problema maestro de la descomposicion de Benders trata de
reconstruir la funcién por hiperplanos, se necesita el término de orden 1, es decir,
las derivadas parciales de la funcion de coste total con respecto a las variables de
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complicacién en el punto d(”), Q®) mostradas en la figura [7.5. Pueden calcularse
mediante la siguiente expresion:

0 — ac”  ac,, ac;

9d™  ad® T §dW)

oC, .
donde (io) es la derivada parcial del coste de construccion, dada analiticamente

o que puede calcularse usando un problema de optimizacién auxiliar que seria otro

subproblema:
Minimizar Cgp, = ve + vq
F. tan«
sujeto a
v = 10h
1 Dwyp +2
= —(D 2)(46 + D e
va 2( wi +2)(46+ Dwr + tan ay )
Fc = 2+4+h

d = d¥v . oW

donde 8 son las derivadas requeridas.

La derivada parcial del coste del seguro se obtiene de la siguiente manera

9Ci,  9Cy, OPP
od¥) — oPPod”
B aCvm dst

(1 - pyart—n 085

oPP T 9d®)
2
_ 0Cindw ) p a7y exP(=0Y) [2) 05
oPP T ! Vo2r  9dW
donde para este ejemplo
oC; opW)
95 % 10°PP, = A",
gpp — P g

Actualizaciéon del limite superior del valor 6ptimo del coste a C’l(llf)) = C’g ),

Paso 2. Comprobacién de la convergencia. Si \C’l(ff)) - C’l(oy)\ / |C’1(llf))| < ¢, la solucién del
problema con una tolerancia € es

cp =CY. g =d.

to

En otro caso, hacer v +— v + 1 e ir al paso 3.
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Aproximaciones lineales
——— —— de la funcidn de coste total
(cortes de Benders)

Cost .
o8 Solucion del Qm
: problema maestro
Cl NG o
o : : to
. : . Qb
i) 1 h v)
Cccl) ----------- , | " Ceo
: : : )
N - ! + Cin
Cin h 1 T
do d dv) d

Nuevos valores de las variables
de disefio o complicacion

Figura 7.5: Ilustracion grafica de la reconstruccién de la funcion de coste total mediante
cortes de Benders.

Paso 3. Resolucién del problema maestro. La reconstrucciéon por hiperplanos de la
funcién de coste total se usa para calcular los nuevos valores de las variables de
complicacién o diseno

Minimizar opst
Qlcost, d

sujeto a

Qleost > Ot(j)+zn:£2§j) (di—dz(j)>; Vi=1,...,v—1
i=1

1
tan o

Qcost Z 5000

2 <

<5

La solucién de este problema maestro da los valores de las variables de diseno d®)
para la iteracién v. Actualizar el limite inferior del 6ptimo de la funcién de coste total
Cl(:) = Qieost € ir al paso 1.

Como se ha demostrado, la resolucién de problemas asociados a la fiabilidad puede
llevarse a cabo facilmente mediante la descomposicion de Benders.

En el apéndice [A.3| se describe el cédigo GAMS en el que se inplementa la resolucién
del problema del dique de escollera mediante este método.
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Figura 7.6: Evolucién de las cotas inferior y superior del valor éptimo del coste total para
el ejemplo del dique de escollera.

7.3.1. Ejemplo numérico

Para realizar el célculo para un dique de escollera concreto, se han asumido los siguientes
valores para las variables que intervienen:

Dy =20m; A, =1,05; B, = —0,67; c. = 60 euro/m>;

Ca = 2,4 euro/m?’; Hy=5m; T=10s; dg¢ =1 h.

La solucién de este problema mediante el método descrito anteriormente es F, = 5,88,
tanas = 0,23, Cp = 6571,3,Cy, = 5019,8 v C, = 11591,1. En la tabla [7.1] se muestra
la evolucion de los valores de las variables. La convergencia del método se alcanza tras 11
iteraciones. En la figura [7.6/ se muestra la evoluciéon de los limites del valor 6ptimo de la
funcién objetivo durante el proceso.

7.4. Meétodo combinado de probabilidades de fallo y coefi-
cientes de seguridad. Optimizacion probabilista de un
muro.

En el capitulo |4, se ha presentado varios métodos especialmente diseniados para la res-
olucién de problemas especiales considerados como de restricciones de complicacién. Si se
presta atencién al problema genérico (6.1)-(6.4) y se compara con los distintos modelos
relativos a optimizacién estructural basada en fiabilidad (RBSO), se da uno cuenta de que
tienen la misma estructura, y por tanto serdn adecuados para resolver todos los problemas
en los que se incluyan las restricciones de complicacién.
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Cuadro 7.1: Tlustracion del procedimiento iterativo.

v F. | tanag Ceo C; Cho Clo Cup error
1 ]7.00 0.33 | 6484.8 | 8297.8 | 14782.6 | 5000.0 | 14782.6 | 1.9565
2 | 5.65 0.20 | 6836.4 | 5000.0 | 11836.4 | 5000.0 | 11836.4 | 1.3673
31932 0.50 | 7296.0 | 5000.0 | 12296.0 | 9682.5 | 12296.0 | 0.2699
4 | 6.52 0.29 | 6489.7 | 5542.8 | 12032.5 | 11116.5 | 12032.5 | 0.0824
5 | 6.66 0.29 | 6571.1 | 5077.2 | 11648.3 | 11197.9 | 11648.3 | 0.0402
6 | 7.02 0.29 | 6786.8 | 5000.0 | 11786.8 | 11413.5 | 11786.8 | 0.0327
7 | 5.98 0.24 | 6598.6 | 5007.5 | 11606.1 | 11521.9 | 11606.1 | 0.0073
8 | 6.40 0.26 | 6583.4 | 5021.2 | 11604.5 | 11570.4 | 11604.5 | 0.0030
9 | 6.00 0.24 | 6553.6 | 5033.9 | 11587.5 | 11571.8 | 11587.5 | 0.0014
10 | 5.67 0.22 | 6578.7 | 5020.4 | 11599.1 | 11584.6 | 11599.1 | 0.0013
11 | 5.88 0.23 | 6571.3 | 5019.8 | 11591.1 | 11585.8 | 11591.1 | 0.0005

La analogia entre ambos es clara, asi para el diseno mixto parcial se establecen las
siguientes correspondencias:

cx,y) < c(d, 7, b,) (7.54)
gxy) <0 <= g (dn ) ¢¥)>1Viel (7.55)
h(x,y) =hy < Bi(d,7,b,9,k) > 0); Viel (7.56)
X0 <x < xP = d° <d<d"® (7.57)

Andlogamente se harfa con los demds problemas.

Noétese que los modelos mixtos propuestos (7.17)-(7.22) y (7.23)-(7.29), nunca antes se
habian utilizado para el diseno de obras concretas, aunque si se emplean en cierta forma en
la calibracién de cédigos. Pues bien, estos modelos van a ser la base del método combinado
de probabilidades de fallo y coeficientes de seguridad (‘Probability-Safety Factor Method’
PSFM), cuyo fundamento es la utilizacién de un doble control de la seguridad mediante las
dos metodologias existentes (véase Castillo et al. [37, 31, 26] 38]), de tal forma que pueda
hacerse un calibrado particular de cada disenio. Las metodologias de resolucién del modelo
son las estudiadas en las subsecciones anteriores.

Para ilustrar estos conceptos y comprobar como se aplica y resuelve el método combi-
nado, considérese el muro de la figura [7.7, donde a y b son el ancho y la altura, W es su
peso por unidad de longitud, T es la fuerza horizontal actuando en el lado derecho, H es
la distancia de aplicacién de la fuerza con respecto al terreno, v es el peso especifico del
material del muro, 0,,.,; €s la maxima tension ejercida en el terreno supuesta homogénea y
v es el coeficiente de rozamiento entre el terreno y el muro.

En este ejemplo se va a asumir que las variables aleatorias son a,b,v,T,v,H y S, que
ademads se consideraran independientes con funciones de distribucion normales. Se dividiran,
segun la clasificacion de la seccion [7.2.1) en los siguientes subconjuntos:

d: Variables de diserio. Variables, en este caso aleatorias, a determinar por el procedi-
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Omean

Figura 7.7: Muro y fuerzas actuantes.

miento de optimizacién:

d={a,b}

1n:  Pardmetros. Conjunto de variables fijado por el proyectista, los cddigos, u otro con-
dicionante ajeno al procedimiento de optimizacién, en este caso también se han con-
siderado aleatorias:

n={}
¢: Agentes. Variables aleatorias no controladas por el proyectista

n={v,T,H,S}

Kk: Pardmetros estadisticos. Definen la variabilidad y dependencia de las variables alea-
torias, en este caso:

KR = {Uay 0b,0v,07T,0~,0H, US}

donde o es la desviacion tipica de las variables normales consideradas.

. Variables auziliares o no bdsicas,. Son aquellas que pueden obtenerse en funcién de
las demds (d, m y ¢) mediante alguna férmula y sirven para simplificar el modelado:

’¢' = {W> Umean}
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A

Fallo por Fallo por Fallo por
vuelco deslizamiento hundimiento

Figura 7.8: TIlustracién de los tres modos de fallo considerados para el ejemplo del muro.

Los valores medios o mas probables correspondientes a d, y los medios o caracteristicos
correspondientes a 17 y ¢ se denominardn d, 17 y ¢, respectivamente.
Asumiremos los siguientes modos de fallo (véase la figura [7.8)):

1. Fallo por vuelco. El coeficiente de seguridad al vuelco F, se define como el ratio entre
los momentos estabilizadores y volcadores respecto de algin punto de referencia (O
en la figura [7.7), como

momentos estabilizadores ~ Wa/2  a*by

F, = go(d, 7, ¢, ) = =Lt =""1>F0 (758
o= 90(d: 1, ¢, %) momentos volcadores HT oHT — °° ( )

donde FY es el correspondiente limite inferior del coeficiente de seguridad.

2. Fullo por deslizamiento. El coeficiente de seguridad al vuelco F se define como el ratio
entre las fuerzas horizontales estabilizadoras y desestabilizadoras como

- fuerzas estabilizadoras oW abiy 0
F, = d,n, o, = — =—=—>F 7.59

s = 9s(d 77, &, %) fuerzas desestabilizadoras T T 8 ( )
donde FS es el correspondiente limite inferior del coeficiente de seguridad asociado al

vuelco.

3.  Fullo por hundimiento de la cimentacion. El coeficiente de seguridad frente al hundi-
miento F} se define como el ratio entre la capacidad portante del terreno y la maxima
tension ejercida por la base del muro en el terreno

-~ capacidad portante S S
Fb:gb( an7¢7’lp): = :7>Fbo (760)

méxima tensién Omean b —

donde Ff es el correspondiente limite inferior del coeficiente de seguridad. Nétese que
se ha hecho una aproximacion muy grosera al asumir una distribucién constante de
la tensién para simplificar.

Logicamente, el muro serd seguro siempre que se cumpla que F,, Fi, Fp, > 1.
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7.4.1. Resolucién del método combinado (PSFM) mediante el método de
relajaciéon

En esta seccién se presenta la resoluciéon del método combinado mediante el procedi-
miento de resolucion de la seccién 6.2.1. El procedimiento iterativo constard de tres partes
fundamentales: (1) un diseno cldsico éptimo (en el sentido de minimizar una funcién obje-
tivo), (2) evaluacién de los indices de fiabilidad para todos los modos de fallo con el disefio
cldsico obtenido en (1), y por ultimo, ajuste de los nuevos valores de los coeficientes de
seguridad globales hasta que se satisfagan todas las restricciones de fiabilidad.

Particularizando para el método de relajacion con el problema de diseio mixto global
(7.17)-(7.22):

Resolucion del diseno clasico. Se minimiza el siguiente problema de optimizacién
determinista basado en coeficientes de seguridad. Inicialmente (v = 1) los coeficientes de

seguridad Y

>/ se toman iguales a los limites inferiores de los coeficientes de seguridad Fio.

Minimizar c(d, 7, &, ) (7.61)
d
sujeto a
ri(di,¢,9) < 0:VjelJ (7.63)
hid,n,¢) = ¢ (7.64)
d°<d < d¥ (7.65)

El resultado de este problema serd un diseno d" que satisface las restricciones (7.62)
asociadas a los coeficientes de seguridad y a los condicionantes geométricos o impuestos por
los cédigos (7.63). Pero atin no se sabe si se cumplen las relativas a los indices de fiabilidad.

Paso 2. Evaluacion de los indices de fiabilidad ;. Se obtienen los indices de

v)

fiabilidad asociados al disefio cldsico anterior d'”’ mediante el siguiente problema

51-(1/) = Minimo Vz'z (7.66)
z
sujeto a
gi(d,n, ) > 1: X (7.67)
h(d,n.¢) = o (7.68)
T(dn ¢,k) = = (7.69)

En esta etapa se resuelven tantos subproblemas como modos de fallo. Notese que el valor
de d") est4 implicito en la transformacién de Rosenblatt (7.69) y que A es el vector con las
variables duales asociadas a la restriccién que fija el valor del coeficiente de seguridad a 1,
es decir, fallo estricto.
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Paso 3: Comprobacién de la convergencia. Si ||[3%) — 8" V|| < ey g™ > 3°
entonces, para el procedimiento se ha alcanzado la solucién. En caso contrario, ir al paso 4.

Paso 4: Actualizacién de los coeficientes de seguridad. Los coeficientes de se-
guridad se modifican para cumplir las restricciones 3° mediante la férmula

AR = p(? — p); el (7.70)
donde p es el coeficiente de relajacién, o la férmula alternativa
0_ g
AFY) = (ﬂAﬁ) iel. (7.71)

Noétese que si los indices de fiabilidad actuales ,Bi(l’) son menores que los limites inferiores

impuestos ﬁ? los coeficientes de seguridad aumentan ya que AFi(V) > 0. En caso de que los
nuevos valores de los coeficcientes sean menores que FZ-O7 los valores de los coeficientes se
mantendran iguales a Fi(y) = F).

Aumentar v en una unidad v = v + 1 e ir al paso 1.

En la figura 7.9 se muestra el diagrama de flujo bésico del método.

Ejemplo ilustrativo 7.1 (Diseno de un muro mediante el método combinado de
coeficientes de seguridad probabilidades de fallo). Se va a plantear la resolucién del
método aplicado al caso del muro presentado en la subseccién [7.4.

Suponiendo que las variables aleatorias que intervienen son todas normales:

a~ N(a,04); b~ N(b,0p); v~ N(D,0,);

T~ N(T,or); v~ N(#,0,); H~N(H,on); S~ N(S,0s),

donde o4, 0y,0,,07,0, y 0g son la desviaciones tipicas de las variables aleatorias normales
a,b,v,T,~vy S, respectivamente. La transformacién de Rosenblatt [140] particularizada para
este ejemplo viene dada por

—b vV—U T-T

2 = ;22 = ; 73 = ;2 = ;

b v or (7.72)

IS

|
Ql
>

2
|

N
T

25 = ; 26 = ) zr = )
oy oH og

Por tanto, el algoritmo [6.1] en este caso procede de la siguiente manera:

Paso 0: Iniciacion. Hacer

v=1; FV=F; FO=F FY = F

s

donde los valores F), F{ y F{ son los limites inferiores de los coeficientes de seguridad.
Paso 1: Resolucién del problema clasico (maestro):

Minimizar @b (7.73)
a.b
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Comienzo

Inicializar los coeficientes
de seguridad a sus
limites inferiores

A

y

Disefio clasico para
coeficientes de seguridad

dados Fj
o sochctntes Cillulo de I
seguridad F; probabilidades de fallo

Figura 7.9: Diagrama de flujo del método combinado de probabilidades de fallo y coeficientes
de seguridad.
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sujeto a
,27~
YL pw (7.74)
20T
abry F) (7.75)
T
S v)
2 > F 7.76
:yb = b ( )
b = 2a. (7.77)

Paso 2: Evaluacién de los indices de fiabilidad (subproblemas). Parai =1,2,3:
(v) -

B = Minimo S22 (7.78)
a, by, T,v,H,S i=1

sujeto a (7.66) y

a’by
SHT — (7.79)
abvy
=1 .
T (7.80)
? s
—=1 7.81
> (7.81)

dependiendo de si ¢ = 1,2 o 3, es decir, si tratamos con el vuelco, deslizamiento 6 hundi-
miento respectivamente.

Paso 3: Comprobacién de la convergencia: Si ||ﬁ(”) — ,[3(”_1)|| <eypB® > g0
entonces, parar. Si no, ir al paso 4.

Paso 4: Actualizar los coeficientes de seguridad: Los coeficientes de seguridad se
modifican para cumplir las restricciones 8Y mediante la férmula

F& — max < FY 1 p(89 — gy, F@o) (7.82)

donde p es el coeficiente de relajacion, o la férmula alternativa

0_ 5
F¥™ = méx (F}”) G ) Xﬁ : ),FZ-O) (7.83)

Aumentar v en una unidad v = v + 1 e ir al paso 1.

Usando este algoritmo con los datos de la tabla 7.2 y asumiendo que las restricciones
tanto de coeficientes de seguridad como de indices de fiabilidad son las siguientes:

FO=15 FO=16; F)=15; °=3; pB°=3; 3 =3,

se obtiene que la solucién de este problema, como se muestra en la tabla (7.3, que es:
a = 3,063m y b = 6,107m. El procedimiento converge en sélo 6 iteraciones, y la tnica
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Cuadro 7.2: Datos para el ejemplo numérico del muro.

Variable z
a(m)|b(m)| v |T(kN)|vy(kN/m3) |[H (m)|S (kN/m?)
zox a b 0,3 50 23 3 220
Oz 0,01 | 0,01 | 0,05 1 0,46 0,2 16

Cuadro 7.3: Tlustracion del procedimiento iterativo de relajacién para el ejemplo del muro.

Limites actuales Valores reales Valores reales

cost a b F? F? ) F F Fy Bo Bs Be

11.594 | 2.408 | 4.816 | 1.500 | 1.600 | 1.500 | 2.140 | 1.600 | 1.986 | 3.456 | 1.491 | 6.763
20.332 | 3.189 | 6.377 | 1.500 | 2.807 | 1.500 | 4.970 | 2.806 | 1.500 | 10.132 | 3.245 | 4.508
18.918 | 3.076 | 6.152 | 1.500 | 2.611 | 1.500 | 4.461 | 2.611 | 1.555 | 9.084 | 3.042 | 4.832
18.672 | 3.056 | 6.112 | 1.500 | 2.577 | 1.500 | 4.374 | 2.577 | 1.565 | 8.900 | 3.005 | 4.890
18.645 | 3.054 | 6.107 | 1.500 | 2.573 | 1.500 | 4.365 | 2.573 | 1.566 | 8.879 | 3.000 | 4.897
18.642 | 3.053 | 6.107 | 1.500 | 2.573 | 1.500 | 4.364 | 2.573 | 1.566 | 8.877 | 3.000 | 4.897

SO W N o+

restriccién activa es la asociada a (s, las demés (Fy,, Fs, Fy, 3, y () son inactivas. Esto
significa que la restriccién del indice de fiabilidad al deslizamiento es tan restrictiva que
implica que se cumplan todas las demas.

Noétese que los valores del coeficiente de seguridad al vuelco (4,364) y de su indice de
fiabilidad (8,877) son muy altos, lo que implica que es muy poco probable que falle por
vuelco.

|

En el apéndice |A.4 se presenta la implementacién del método de relajacion para resolver
problemas de fiabilidad basdndose en el método combinado (PSFM).

7.4.2. Resolucién del método combinado (PSFM) mediante la aproxima-
cion por hiperplanos

El método iterativo de relajacion presentado anteriormente requeria un coeficiente de
relajacién p que ha de fijarse mediante un procedimiento de prueba y error, ademads no per-
mitia la resoluciéon del modelo mixto con coeficientes de seguridad parciales. Una adecuada
seleccién del valor del coeficiente o la aplicacion de técnicas de sobrerelajacion o subrela-
jacion podria mejorar la convergencia de forma considerable, pero una mala seleccién del
mismo podria ralentizarla, e incluso no converger. En esta seccién se presenta la aplicacion
del método de aproximacién por hiperplanos tratado en la subseccion 6.2.2.

Particularizando el planteamiento general del método de aproximacién por hiperplanos
al problema de diseno mixto global (7.17)-(7.22) las tres etapas quedarian para la iteracién
genérica v como:
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Paso 1. Resoluciéon del diseno clasico:

Minimizar ¢(d, 7, &, ) (7.84)

d

sujeto a

gi(dm, ) > FO:Viel (7.85)
B A @ —a®) > B0 Wiel s=1,2,--,0-1 (7.86)
ri(d,n, ) < 0:Vjed (7.87)
h(d,7,¢) = o (7.88)
d°<d < d° (7.89)
El resultado de este problema serd un disenio d") que satisface las restricciones (7.85)

asociadas a los coeficientes de seguridad, a los condicionantes geométricos o impuestos por
los c6digos (7.87) y a una aproximacion lineal de las restricciones relativas a los indices de
fiabilidad (7.86).

Paso 2. Evaluacion de los indices de fiabilidad ;. Se obtienen los indices de

v)

fiabilidad asociados al disefio cldsico anterior d”’ mediante el siguiente problema

ﬁi(y) = Minimo vz'z (7.90)
z,d
sujeto a
gi(dn, ¢, ¢) = 1 (7.91)
h(d,n, ¢) P (7.92)
T(dn ¢,k) = = (7.93)
d = d¥: AV (7.94)

donde )\gy) es el vector con las variables duales asociadas a la restriccion (7.94) que fija los

).

valores medios de las variables para la iteracién v a los valores obtenidos en el clasico d

Paso 3: Comprobacién de la convergencia. Si [|3%) — 8" V|| < ¢ entonces, se
para el procedimiento pues se ha alcanzado la soluciéon. En caso contrario, aumentar v en
una unidad v = v + 1 e ir al paso 1.

Noétese que el problema (7.84)-(7.89) es una relajacién del problema (7.17)-(7.22) en el

sentido de que las funciones BZ-(S)(-) son aproximaciones mediante hiperplanos. Conforme el
método aumenta el niimero de iteraciones la aproximacion va siendo cada vez maés precisa,
lo que implica que el problema (7.84)-(7.89) cada vez reproduce de manera més exacta el
problema (7.17)-(7.22) (véase Kelley [101]). Nétese que esto puede suponer un problema si la
ecuacién Bi(d, 7, @, 1, k) (7.19) tiene un cambio de curvatura en el dominio de validez de las
variables, pero se puede resolver sin mas que actualizar de forma dindmica los hiperplanos
aproximantes conforme el método avanza, hasta el punto de que también convergeria si se
usa sélo el ultimo hiperplano calculado.



7.4. METODO COMBINADO 175

Ejemplo ilustrativo 7.2 (Diseno de un muro mediante el método combinado de
coeficientes de seguridad probabilidades de fallo.). Se va a plantear la resolucién del
método aplicado al caso del muro presentado en la subseccién [7.4 y al ejemplo ilustrativo
7.1

El algoritmo 6.2/ en este caso consta de las siguientes etapas:

Paso 0: Iniciacion. Hacer

v=1; FW = F% FO = F% R = R

S

donde los valores FO, FO y F,? son los limites inferiores de los coeficientes de seguridad.
Paso 1: Resolucién del problema clasico (maestro).

Minimizar @b (7.95)
a,b
sujeto a
_2_~
v R (7.96)
2HT
by pw) (7.97)

v
<L
S

(7.98)

> 3 Viel, s=1,2,---,v—1 (7.99)

(s) ()" a

Paso 2: Evaluacién de los indices de fiabilidad (subproblemas). Para i = 1,2, 3:

S)
=
N~—— ~.
o N— ‘§|‘ U

= 2a; (7.100)

7
Y = Minimo S 22 (7.101)
a,b,l/,T,’}/,H,S i=1

sujeto a (7.66) y

a’by
=1 .102
2HT (7.102)

abvy
=1 7.103
. (7103)

? s

— =1 7.104
= (7104)

dependiendo de si¢ = 1,2 o 3, es decir, si se trata con el vuelco, deslizamiento o hundimiento
respectivamente.

Paso 3: Comprobacién de la convergencia. Si H,B(”) — ,B(Vfl)H < € entonces, parar.
Si no, aumentar v en una unidad v = v + 1 e ir al paso 1.
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Usando este algoritmo con mismos datos de la tabla 7.2 y asumiendo las mismas res-
tricciones tanto de coeficientes de seguridad como de indices de fiabilidad:

FO=15 FO=16; F)=15; °=3; g°=3; B =3,

se obtiene que la solucion de este problema, como se muestra en la tabla [7.3, es la misma
que se alcanza con el otro método: @ = 3,053m y b = 6,107m. La evolucién de los resultados
se muestra en la tabla[7.4. En este caso el método converge tras 5 iteraciones, una iteracion
menos que con el método de relajacion pero con la ventaja de que no se necesita actualizacion
de los coeficientes de seguridad, por eso las columnas de la tabla relativas a los limites
inferiores de los coeficientes de seguridad no cambian permaneciendo iguales a los valores
FY.

Cuadro 7.4: Tlustracién del procedimiento iterativo de resolucién mediante la aproximacién
por hiperplanos.

Limites actuales Valores reales Valores reales

cost a b F? F? FY F, F, Fy Bo Bs Be

11.594 | 2.408 | 4.816 | 1.500 | 1.600 | 1.500 | 2.140 | 1.600 | 1.986 | 3.456 | 1.491 | 6.763
17.463 | 2.955 | 5.910 | 1.500 | 1.600 | 1.500 | 3.956 | 2.410 | 1.619 | 7.989 | 2.807 | 5.180
18.603 | 3.050 | 6.100 | 1.500 | 1.600 | 1.500 | 4.350 | 2.567 | 1.568 | 8.848 | 2.994 | 4.906
18.642 | 3.053 | 6.107 | 1.500 | 1.600 | 1.500 | 4.363 | 2.573 | 1.567 | 8.877 | 3.000 | 4.897
18.642 | 3.053 | 6.107 | 1.500 | 1.600 | 1.500 | 4.363 | 2.573 | 1.567 | 8.877 | 3.000 | 4.897

T W N~ 3

Un ventaja adicional del método de aproximacién por hiperplanos es que permite re-
solver también el problema de diseno mixto parcial, es decir, aquel que utiliza coeficientes
parciales de seguridad asociados a las variables aleatorias en vez de globales asociados a las
restricciones. Particularizando el planteamiento general del método de aproximacién por hi-
perplanos al problema de diseno mixto parcial (7.23)-(7.29) las tres etapas quedarian para
la iteracién genérica v como:

Paso 1. Resolucion del diseno clasico.

Minimizar ¢(d, 7, ¢, ) (7.105)

d

sujeto a

gi(Y" (dn, @), 9p) > LViel (7.106)
B 4A (@ —d®) > B Viel s=1,2, 01 (7.107)
ri(y"(d, 7, @), 9) < 0; Ve (7.108)
h(v"(d,7,¢)) = ¥ (7.109)
d°<d < d¥ (7.110)
YOy < AW (7.111)



7.5. RESOLUCION DE LOS MODELOS GENERALES. GLOBAL Y PARCIAL. 177

El resultado de este problema serd un disefio d") que satisface las restricciones (7.106)
asociadas a los coeficientes de seguridad, a los condicionantes geométricos o impuestos por
los codigos (7.108) y a una aproximacién lineal de las restricciones relativas a los indices de
fiabilidad (7.107).

Paso 2. Evaluacién de los indices de fiabilidad 3"). Se obtienen los fdices de

v)

fiabilidad asociados al disefio cldsico anterior d’ resolviendo el siguiente problema:

ﬁi(y): Minimo VzTz (7.112)
z,d
sujeto a
gi(dn, ¢, ) > 1 (7.113)
h(d,n.¢) = (7.114)
T(dn,¢,k) = =z (7.115)
d = d”: AV (7.116)

donde AEV) es el vector con las variables duales asociadas a la restriccién (7.116) que fija los

v)

valores medios de las variables para la iteracion v a los valores obtenidos en el clasico d* .

Paso 3: Comprobacién de la convergencia. Si ||3%) — 8""V|| < € entonces, se
para el procedimiento pues se ha alcanzado la solucién. En caso contrario, se aumenta v en
una unidad ¥ = v + 1 e se va al paso 1.

En el apéndice [A.5 se muestra el codigo GAMS del ejemplo del muro resuelto mediante
el método de aproximacion por hiperplanos.

7.5. Resolucion de los Modelos Generales. Global y Parcial.

En los casos en los que se traten de resolver los problemas més genéricos posibles con
restricciones y variables de complicacién, es decir los modelos generales (7.30)-(7.35) y
(7.36))-(7.42) se utilizard un método combinado que trate las restricciones de complicacién
(asociadas a las restricciones de fiabilidad) y las variables de complicacién, entendiendo por
variable de complicacién la probabilidad de fallo.

La mejor soluciéon desde el punto de vista computacional es una descomposicién de
Benders externa para tratar las variables de complicacion, y la aproximacién por hiperplanos
interna para tratar las restricciones de fiabilidad.

Particularizando para el modelo general global (7.30)-(7.35), el procedimiento quedaria
de la siguiente manera:

Paso 0: Iniciacién. Seleccionar unos valores iniciales para las variables de disefio
(complicacién) d®.

Iniciar el contador de iteraciones a v = 1, d”) = d(o), y la cota inferior del 6ptimo del
coste total a Cl(;) = —00.
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Paso 1. Evaluacion de los indices de fiabilidad ﬂgu). En funcién de las variables
de diseno seleccionadas, se calcula en indice de fiabilidad resolviendo el problema

ﬁi(y) = Minimo VzTz (7.117)
z,d
sujeto a
gi(dn,¢.¢) > 1 (7.118)
hidn.¢) = ¢ (7.119)
T(dn,¢,k) = 2 (7.120)
d = d”: A (7.121)

donde )\Eu) es el vector con las variables duales asociadas a la restriccién (7.121) que fija los

¥)

valores medios de las variables para la iteracién v a los valores obtenidos en el clasico d* .

Paso 2: Evaluacion del coste total. Para los valores de las variables de disefio (_1(”)

y de los indices de fiabilidad ,6(”) se evalia el coste total
W) (V) = _ ) = 7 ) =~ 3
Cto (d 7,’7>¢a¢>K’) - C1(20 (d » M, ¢a ¢) + CIB(V) (d a’r’7¢7¢7'{> (7122)
y las derivadas con respecto a las variables de complicacion

oC) (4, 6,9,m)  9Ce (d7,8.9) 0050 (4.0 6.9.5)

Q) — P P + 5q”) =
0Ce (d,1.6,) 0, ?Cgw (47.1.6.9.%)
= = YN
P a 98,
(7.123)

Actualizacién del limite superior del valor éptimo del coste a CLE;) = C’t(:; ).

Paso 3: Comprobacién de la convergencia. Si |C’l(ff)) —CI(OV)\ / ]C’l(llf))| < ¢, la solucién
del problema con una tolerancia € es

cy =c): @ =dv.

to

En otro caso, se hace v «+— v 4+ 1 e se va al paso 4.

Paso 4. Resoluciéon del problema maestro. La reconstrucciéon por hiperplanos
de la funcién de coste total y de las restricciones de complicacién se usa para calcular los
nuevos valores de las variables de complicacion o diseno

Minimizar eost (7.124)

(v
Qleost, d



7.6. ANALISIS DE SENSIBILIDAD 179

sujeto a
Qoost > CY 4 Q0T <El(”) Zl(j)>, V=1 —1 (7.125)
F < g(d”,n.¢.); Viel (7.126)
B < B9 L AD" (d(”> d); viel; j=1,2 1 (7.127)
0 < ri(d™”,n,¢,9); VjieJ (7.128)
¥ = h(d”,n,¢) (7.129)
d° < d¥ <adv (7.130)
La solucién de este problema maestro nos da los valores de las variables de diseno d"

para la iteracién v. Seguidamente se actualiza el limite inferior del éptimo de la funcién de
coste total Cl(oy) = Queost ¥ S€ va al paso 1.

En el caso de que la restriccién (7.127) experimente un cambio de curvatura dentro de la
regién de factibilidad del problema el método podra no converger. En estos casos introducir
sélo la ultima aproximacion calculada de la restriccién

8= 47+ A0 (d - dP); vier j=v-1.

El modelo general parcial (7.36)-(7.42)) se resuelve de forma andloga sin més que sustituir
las restricciones (7.126), (7.128) y (7.129) del problema maestro por (7.37), (7.39), (7.40) y
anadir los limites de los coeficientes parciales de seguridad (7.42)).

7.6. Analisis de Sensibilidad en Problemas de Optimizacién
con Restricciones de Fiabilidad.

Ya se ha visto como mediante técnicas de fiabilidad de primer orden (FORM) y técnicas
de optimizacién se pueden plantear y resolver multiples problemas ingenieriles (RBO). La
solucién de estos problemas proporciona una soluciéon éptima en funcién de las variables
de proyecto x*, de la funcién objetivo y de las restricciones que intervienen en el modelo,
que han de satisfacer las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (Frangopol [79] y Enevoldsen
[71]).

Un aspecto muy importante para comprobar la calidad del modelo es el estudio de
sensibilidad, es decir, la influencia de los pardmetros de proyecto en la solucién éptima.
Existen en la literatura multiples trabajos que abordan este problema mediante la utilizacién
de técnicas de perturbacién de las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker
teniendo en cuenta solo las restricciones de igualdad y desigualdad activas y suponiendo que
permanecen activas después de la perturbacion (véase Sobieski et al. [151], Enevoldsen [71],
Sorensen y Enevoldsen [154] [155]). Esta aproximacién conduce a un sistema de ecuaciones
que permite obtener las sensibilidades. Posteriormente Castillo et al. [39] incluyeron en el
andlisis las restricciones de desigualdad con lo que tras derivar las condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker plantean un sistema de desigualdades lineal cuya solucién es un cono.

Prescindiendo de desarrollos tedricos sobre sensibilidad, el objetivo de esta seccion es
plantear y aplicar el método general de sensibilidad expuesto en la subseccién 6.3.2.
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7.6.1. Analisis de sensibilidad en el método combinado probabilidad coe-
ficiente de seguridad (PSFM).

Se va a aplicar el andlisis de sensibilidad con el método general para la resolucion de
problemas mediante el método combinado de probabilidades de fallo coeficientes de se-
guridad (PSFM). La aplicacién en los demés modelos es totalmente extrapolable de forma
inmediata.

Dado que el estudio de sensibilidad se realizard una vez se tenga la solucién 6ptima
del problema, se va a plantear los modelos auxiliares que me permiten obtener todas las
sensibilidades partiendo de la soluciéon éptima.

Particularizando al planteamiento general del método de relajacién para resolver el
disenio mixto global (7.17)-(7.22) y teniendo en cuenta que la solucién éptima del problema
esd”, di, niy ¢f; Vi€l

Sensibilidad en el modelo mixto global. Se plantea el siguiente problema auxiliar

Minimizar c(d™, 7 ) (7.131)

aauxﬂ f’aux’ ¢aux7 Raux
sujeto a

gi(aaux,ﬁaux,&)aux’w) > FiO: Fz; Viel (7132)

zlz;, > B A Viel (7.133)

T(d;,n;, ¢;, k™) = z;Viel (7.134)

ri(d™ 0, ) < 05 Vie (7.135)

h(d™, 7™, ¢"") = (7.136)

" = N (7.137)

" = 90 (7.138)

K" = kv (7.139)

de donde se obtiene la sensibilidad I' del coste con respecto a los limites inferiores de los
coeficientes de seguridad F, las derivadas parciales A con respecto a los limites inferiores
de los indices de fiabilidad 3°, las sensibilidades ¢, o y v del coste con respecto 7, @ y K,
respectivamente. Con lo cual el ingeniero proyectista conoce la influencia que tienen todas
las variables de proyecto y las restricciones de fiabilidad, tanto clasicas como modernas, en
el coste. Con las ventajas que eso conlleva.

Sensibilidad con respecto a los indices de fiabilidad §;. Se plantea el siguiente

problema
g = Minimo z''z (7.140)
z, Elaux, ,':laux’ &aux7 o AUX

sujeto a

gi(d,m,é,9) = 1 (7.141)
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h(dn¢) = ¥ (7.142)
T(d,n, ¢, k*") = =z (7.143)
™ = d: N\ (7.144)

" = n: Y, (7.145)

o = 9 ¢ (7.146)

K™ = k: X, (7.147)

de tal forma que se obtienen las derivadas A; del indice de fiabilidad (; con respecto a los
valores medios o caracteristicos 6ptimos de las variables de disefio d', las sensibilidades 9;
con respecto a los valores caracteristicos de los parametros 7, las derivadas parciales ¢, con
respecto a los valores caracteristicos de los agentes ¢ y por tltimo las sensibilidades Y; de
los pardmetros estadisticos k. Estos valores son extremadamente tutiles para el proyectista
porque sabe en todo momento la influencia que tienen todas las variables de proyecto en
cada uno de los modos de fallo, y puede saber cudles requieren mayor control, o que variables
ha de modificar para cambiar la fiabilidad con respecto al modo de fallo considerado. Estas
sensibilidades nos dan la influencia de la parametros en la probabilidad de fallo, y son las
sensibilidades del vector © en el cdlculo de la probabilidad de fallo condicionada dada por
la ecuacién (1.55).

Nétese que los valores de d™, 72", ¢) * estan implicitos en la transformacion de Rosen-
blatt (7.143), y que la solucién del modelo dard los puntos de maxima verosimilitud ya
conocidos d;, 0} y ¢*.

Si se quisieran calcular las mismas sensibilidades con el método de aproximacién por
hiperplanos, sélo se tendria que modificar el problema clasico, que quedaria de la siguiente
manera;:

Sensibilidad en el modelo mixto global. Se plantea el siguiente problema auxiliar

Minimizar c(d™, 72 ¢ ) (7.148)
aux

daux ~aux ¢ o dux
)

sujeto a

gi(d " ) > FY: Ty Viel (7.149)

B+ AF (@™ —d*) + 9T (™ —7) +
el (@ =)+ XN (k™ — k) > B A Viel (7.150)
ri(d™ 5 9 ) < 0 Ve d (7.151)
h(d™, 7™, ¢"") = (7.152)
" = n:g (7.153)
" = b0 (7.154)
K = kv (7.155)

en el que las restricciones (7.133) y (7.134) se han sustituido por la aproximacién del hi-
perplano (7.150). Nétese que las pendientes del hiperplano son precisamente las variables
duales de las restricciones (7.144), (7.145), (7.146) y (7.147) (N, 9:, 9; vy T;). Logicamente
los valores de las sensibilidades por ambos métodos son los mismos.
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Ejemplo ilustrativo 7.3 (Sensibilidad en el ejemplo del muro mediante el méto-
do de relajacién). Aplicando el estudio de sensibilidad al muro del ejemplo ilustrativo

CAPITULO 7. APLICACION DE DESCOMPOSICION EN FIABILIDAD

7.1, se obtienen los siguientes resultados mostrados en la tabla [7.5.

Cuadro 7.5: Sensibilidades en el ejemplo ilustrativo del muro.

dc 2 9B 9By

€ ox ox ox ox

a —— 6,095 0,950 | 0,000
b — 1,521 0,475 | —1,440
v | -105.047 0,000 | 16,339 | 0,000
T 0.246 | —0,057 | —0,038 | 0,000
5 -0.813 0,418 0,127 | —0,376
H 0.000 | —2,409 0,000 | 0,000
S 0.000 0,000 0,000 | 0,062
Oq 0.174 | —3,294 | —0,027 | 0,000
op 0.043 | —0,205 | —0,007 | —0,101
o, | 257.455 0,000 | —40,045 | 0,000
or 0.423 | —0,430 | —0,066 | 0,000
o 0.142 | —0,713 | —0,022 | —0,318
on 0.000 | —10,295 0,000 | 0,000
os 0.000 0,000 0,000 | —0,297
F, 0.000 — — —
F, 0.000 — —— —
F, 0.000 — — —
Bo 0.000 —— — —
s 6.429 —— — ——
Bs 0.000 — — ——

De la que se obtiene una gran cantidad de informacién, por ejemplo, se puede compro-
bar como efectivamente la tnica restriccién de seguridad activa es la asociada al indice de
fiabilidad por deslizamiento (s, y por tanto los pardmetros estadisticos que mas influencia
(mayor sensibilidad) tienen en el coste son los asociados al deslizamiento, el valor medio
del coeficiente de friccién v (—105,047) y su desviacién tipica o, (257,455). En los modelos
de fiabilidad también se comprueba cémo el aumento de la incertidumbre en las variables
disminuye el indice de fiabilidad con el consiguiente aumento de la probabilidad de fallo
(valores negativos en todas las sensibilidades), y cémo el aumento de los valores medios
de las acciones estabilizadoras aumenta la fiabilidad mientras que el aumento de las de-
sestabilizadoras la disminuye, asi por ejemplo, el aumento del peso especifico v aumentan
la fiabilidad con respecto a vuelco (0,418) y deslizamiento (0,127), mientras en el caso de
hundimiento la disminuye (—0,376).

]

Para el caso del diseno mixto parcial (7.23)-(7.29) , es decir, empleando coeficientes de
seguridad parciales, la solucion devolveria los coeficientes parciales éptimos v* y el problema
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auxiliar global seria:

Sensibilidad en el modelo mixto parcial. Se plantea el siguiente problema auxiliar

B Minimizar o(d, 77, ", ) (7.156)
daux? 'i:lauX’ ¢ ) maux7 ’Yaux
sujeto a

gy (@, 9" ), ) > L Viel (7.157)
FA (@ —d) 9T (P - n) +

%T(Naux—chTT( WX _ ) > B A Viel (7.158)

(™ (@, M), ) < 0 Ve d (7.159)

(v (d™, 7™, ™) = @ (7.160)

= ng (7.161)

" = 90 (7.162)

K'Y = Kk:w (7.163)

Y= 4T (7.164)

con el que se obtienen las mismas sensibilidades que en el modelo mixto global pero susti-
tuyendo las derivadas con respecto a los limites inferiores de los coeficientes de seguridad (T")
por las sensibilidades 7 con respecto a los valores éptimos de los coeficientes de seguridad
parciales, que podran ser iguales o no a los limites impuestos por la restriccién (7.29).

Igualmente utiliza la aproximacién por el hiperplano (7.158)) para la restriccién de com-
plicacién asociada a los indices de fiabilidad que emplea las variables duales X\;, Y, ¢; ¥y
;.

En el apéndice |A.6 se presentan los cédigos GAMS para el estudio de las sensibilidades
aplicados al ejemplo del muro.

7.6.2. Anadlisis de sensibilidad en el modelo general.

En el caso de querer obtener la sensibilidad de los modelos generales se han de resolver
dos modelos auxiliares, uno asociado a los problemas de fiabilidad y que coincide con el
(7.140)-(7.147) del apartado anterior, y otro para el modelo global de coste:

Minimizar Qeost (7.165)
Qeost P ,ﬁaux (z)aux o AUX
sujeto a
eost = Cpy + QT (d™ — d') + €7 (7™ — 1)
+ 07" = @) + X" (™™ — k) (7.166)
FY < gi(d™ 52, ™ ™) Ty Viel (7.167)
D< B AN - a9 (7 - 1)
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~aux

+ ol (@ =)+ XT (k™ —k): Gy Viel (7.168)

0 > r(d" 7™, ¢ p); Vi€ d (7.169)
¢ = h(d" 7", ¢) (7.170)
"t o= n (7.171)
o = (7.172)
K= K (7.173)

de donde se obtienen las derivadas parciales del coste total I' y ¢ con respecto a los limites
inferiores F* y B°, respectivamente. Las derivadas del coste total con respecto a los pardmet-
ros Son:

oc;, (4.7, 6. v.x)

Q = o = (7.174)

- . (dﬁd? : ¢> ! Vi )‘iacﬁ < 3,37;,*¢ v K,) (7.175)
oc;, (4,71, ¢.v.x)

€ — o _ (7.176)

(27,0, (@7 b.w,

- . ( 8ﬁn : w> i Vi 0i60ﬁ ( 6ﬁ1j*¢ v R) (7.177)
oc;, (4.7, é..x)

5§ — 3 - (7.178)

B = ( 8; . ¢> ! Vi ‘Piacﬁ (da;:*‘fb v H> (7.179)
oc;, (4,71, ¢.v,x)

X - - _ (7.180)

e (d;,:,¢, ¥) +ZTZ»80’6* (d*,ﬁ,qb,ip,n). _—

08"

Vi

Se pueden obtener de esta forma las derivadas del coste global (en la vida 1til) con
respecto a los factores de disefio, variables de diseno (zo), pardmetros (), agentes (@) y
pardmetros estadisticos (v).
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Figura 7.10: Ilustracion grafica del puente gria y la viga principal.

7.7. Aplicacion del método combinado probabilidad-coeficiente

de seguridad al diseno de puentes gria con estudio de
sensibilidad.

Los requerimientos de la industria moderna necesitan de equipamiento de carga y movil-
idad de objetos grandes y pesados. De ahi que una rama de la ingenieria se dedique al disefio
de puentes gria. Légicamente su disenno ha de cumplir una serie de especificaciones con re-
specto a la seguridad y uso, que estaran fijadas por los cédigos de cada pais, de tal forma
que resistan con un margen razonable de seguridad las cargas y esfuerzos a los que va estar
sometido.

En esta seccién se va a aplicar el método mixto global, es decir, el método combinado
de probabilidades de fallo con coeficientes de seguridad globales (PSFM) para disenar el
puente gria de una nave industrial (véase la figura [7.10). En particular, se calculardn las
dimensiones de la viga principal (bridge girder) que permite al carro (trolley) moverse
horizontalmante. Tendréd una seccion transversal en ‘T’ fabricada en chapa de acero, de tal
forma que proporcione la méaxima resistencia con el menor peso. La flecha maxima de la
viga serd funcién de su longitud.

Considérese la viga y la seccion transversal de la figura[7.10, donde L es la luz o distancia
entre los ejes de los railes longitudinales, b y e son la anchura y espesor de las chapas superior
e inferior, respectivamente y h,, y t,, son la altura y espesor del alma, respectivamente.

El conjunto de variables se divide en los siguientes subconjuntos de acuerdo a la clasifi-
cacion de la subseccion [7.2.1:

d: Variables de diseno.

d={b,e,ty, ho).
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Figura 7.11: Tlustracion de los modos de fallo considerados para el puente gria.

n: Pardmetros.
n={fy, L, v, E,v,cy},
donde f, es el limite eldstico del acero estructural, L es la longitud de la viga, v, es
el peso especifico del acero, FE es el médulo de elasticidad del acero, v el coeficiente

de Poisson y ¢, es el coste del acero estructural. En este caso los valores de f,, L, v,
se consideraran aleatorios y se trabaja en el cldsico con sus valores medios jif,, pr, y

Fryy -
¢: Agentes.
¢ ={P},
donde P es el peso a manipular. Su valor medio es up.
k: Pardmetros estadisticos.
K= {crfy, OP,0L,0x,},

donde o se refiere a la desviacién tipica de la variable correspondiente.
. Variables auxiliares o no bdsicas.

1P = {W7 I:p:m Iyya Ita Ga 0, T, Mcr7 5}

En la aproximacién clésica los coeficientes de seguridad se usan como restricciones y las
variables se asumen como deterministas, iguales a los valores medios o caracteristicos.
Asumiendo los cuatro modos de fallo siguientes (véase la figura [7.11):

1. Madzima flecha permitida. El coeficiente de seguridad con respecto a la flecha maxima
F,; se define (véase la figura [7.11(a)) como

5mam
Fy =% (7.182)




7.7. APLICACION: DISENO DE PUENTES GRUA 187

donde § es la flecha maxima en centro luz, y dmq. es la flecha méaxima permitida por
los codigos.

2. Estado limite ultimo en el ala superior o inferior de la seccion. Se considera el ratio
entre la resistencia del acero y el esfuerzo actuante como

Jy
Vo2 + 372
donde F;, es el coeficiente de seguridad correspondiente, y ¢ y 7 son las tensiones
normal y tangencial en el centro de la viga, respectivamente.

F, = (7.183)

3. Estado limite ultimo en el alma. El coeficiente de seguridad Fy, es el ratio entre la
resistencia del acero y la tension actuante en el alma

_ v
Fy= 7t

4.  Pandeo lateral. El coeficiente de seguridad frente al pandeo lateral Fj es el ratio entre
el maximo momento flector en la viga y el momento critico frente a pandeo de la
seccion

(7.184)

M

Fy=—.
MCT

(7.185)
La viga sera segura si y sélo si Fy, Fy, Fyy v Fp > 1.

7.7.1. Obtencion de las restricciones

En esta seccidén se muestra como se obtienen las variables necesarias para plantear las
restricciones relativas a la seguridad, es decir, las ecuaciones de estado limite.
Propiedades geométricas y mecanicas de la viga

Los momentos de inercia I, e I, de la seccién se obtienen como

1

Lu = 3 (b(hw +2€)* — (b — tw)hi,) (7.186)
1

Ly = 15 (2eb” — thi) (7.187)

mientras que el momento de inercia torsional se calcula usando

1
I = (2b€® — hyty) . (7.188)
La flecha en centro luz se obtiene usando la férmulas:

_ PL? N 5WL*
"~ 48EI,, 384Fl,’
donde W es el peso de la viga por unidad de longitud

o

(7.189)
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W = vs(2eb + tyhy). (7.190)

Los esfuerzos en el centro de la viga se calculan considerando:

T = P/2 (7.191)
M = PL/4 (7.192)

donde T'y M son el cortante y el momento, respectivamente. Asi,

M(hy +€)
- Pwre) 1
o 5 (7.193)
T
= 7.194
T i (7.194)

El momento critico frente al pandeo lateral es

M., = %,/EGInyt (7.195)
con el pardametro auxiliar
E
G=——.
2(1+v)

Requerimientos de los cédigos y otros

Las siguientes restricciones vienen impuestas por los cédigos.
El espesor de acero debe satisfacer

0,008 < e <0,15 (7.196)
0,008 < t, <0,15 (7.197)
y la méxima flecha permitida es
Omaz = L/888.

Para evitar el pandeo lateral (véase la figura7.11(c)) el diseno ha de cumplir la siguiente

b [276
— <15,/ 2= 1
5 = 5 7, (7.198)

donde f, es la resistencia del acero en M Pa.

restriccién

Para soportar el peso del carro (trolley), elemento que se desliza suspendido del ala
inferior y que soporta el motor y el gancho, el ancho minimo ha de ser de 0,3 metros.
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7.7.2. Ejemplo numérico

Para aplicar el método combinado se tiene que conocer la funcién de densidad conjunta
de todas las variables que intervienen. Asumiendo para este ejemplo que todas las variables
son normales independientes, es decir

fy ~N(ug, 08,); P~N(up,op); L~N(up,or); vy~ N(ty,, 0q,)-
Los valores medios son:
fty, =400 MPa; pp =600 kN; pp=6m; p,, =785 kN/m’
y las desviaciones tipicas:
of, =251 MPa; op=90kN; op =005 m o, =0,785 kN/m®>.
Los parametros constantes son:
E =210000 MPa; v=0,3; ¢, =0,24 euro/kN.

Asumiendo también que los limites inferiores de los coeficientes de seguridad y de los
indices de fiabilidad son:

F9=115; F' =15 F°=15; F=1,3;

By =15 Bl=37 B =37 B =32

Noétese, que la ‘violacién’ de los estados limite con consecuencias més serias tiene aso-
ciados mayores indices de fiabilidad,

Mediante la transformacién de Rosenblatt [140], se obtiene el conjunto de variables
normales estandar 21, 2y, -+, Z4
fy—Mfy; wy = Lope o Lo iy
Oy op oL Oy

z1 =

(7.199)

Resolviendo el problema mediante la aproximaciéon por hiperplanos se obtienen los re-
sultados mostrados en la tabla [7.6. El procedimiento converge en 9 iteraciones. En cada
iteracién se muestran los valores de las variables de diseno, y los valores actuales de los
coeficientes de seguridad y de los indices de fiabilidad, asociados con los valores 6ptimos de
las variables de diseno obtenidos del procedimiento clasico. Nétese en la solucién final que
ningin limite inferior de los coeficientes de seguridad es activo, mientras que los indices de
fiabilidad 3y y B4 (en negrita en la tabla [7.6) son activos. También se muestran los valores
optimos de las variables

b, e, tw, hy.

Queda claro por tanto que debido a las restricciones impuestas con respecto al estado
limite de servicio (flecha maxima) y al estado limite con respecto al pandeo lateral las
demads restricciones de fiabilidad quedan inactivas. Ademaés el diseno cldsico es méas caro
que el inicial, porque el inicial, no cumplia las restricciones de seguridad.
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Cuadro 7.6: Ilustracion del procedimiento iterativo para el ejemplo del puente gria.

v Unaits 1 2 3 4 5 6 7
cost® | euro | 2245,0 | 2243,2 | 2325,6 | 2354,8 | 2361,2 | 2362,2 | 23623
b(¥) em | 41,81 | 30,00 | 36,14 | 39,25 | 40,43 | 40,67 | 40,68
e mm | 16,78 | 23,65 | 20,44 | 19,13 | 18,64 | 18,54 | 18,53

) mm | 8,00 | 800 | 800 | 800 | 800 | 800 | 800
3% em | 72,91 | 70,70 | 72,49 | 72,64 | 72,72 | 72,74 | 72,74

£ —— | 223 | 217 | 230 | 233 | 233 | 234 | 2,34
FY | —— | 449 | 435 | 446 | 447 | 448 | 448 | 448
ot —— | 1,30 | 1,30 | 142 | 147 | 148 | 1,49 | 1,49
¥ — | 115 | 1,11 | 1,20 | 122 | 1,22 | 122 | 1,22
() —— | 6,014 | 5795 | 6235 | 6,342 | 6,370 | 6,375 | 6,375
() —— 110,968 | 10,794 | 10,935 | 10,948 | 10,954 | 10,955 | 10,955
g —— | 1,080 | 1,980 | 2,761 | 3,106 | 3,186 | 3,199 | 3,200
() —— | 1,001 | 0,725 | 1,333 | 1,461 | 1,494 | 1,500 | 1,500
error®™ | —— 10,6627 | 0,3815 | 0,4563 | 0,1111 | 0,0253 | 0,0041 | 0,0002

Las sensibilidades que dan las derivadas del coste en el diseno éptimo se dan en la
tabla [7.7. Asi por ejemplo, un aumento de un euro en el coste unitario del acero ¢, supone
un aumento de 9842,876 euros en el coste total (véase la entrada correspondiente en la
tabla[7.7). Similarmente, un aumento en el limite inferior del coeficiente de seguridad Fy no
aumenta el coste, mientras que un aumento de la longitud de la viga conduce a un aumento
del coste de 746,662 euros.

También proporciona las sensibilidades con respecto a los indices de fiabilidad. Nétese
como un aumento en la dispersién de las variables (desviaciones tipicas o coeficientes de
variacién) supone una disminucién de los indices de fiabilidad con el correspondiente au-
mento de la probabilidad de fallo.
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Cuadro 7.7: Sensibilidades del ejemplo del puente gruia.

dc 9B 032 083 004
ab [ 12,851 | 0,000 | 46864 | 17,717
Jde —— 280,902 0,000 993,835 | 408,587
Oty |  —— | 352,458 | 698,939 | 122,267 | 108,587
Ohy, —— 11,974 7,687 0,448 23,088
a,ufy 0.000 0,000 0,000 0,000 0,000
oup 1.268 —0,008 | —0,005 | —0,011 | —0,011
our 746.662 | —0,975 0,000 —3,218 | —2,722
Oy, | 30125 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | —0,001
5Ufy 0.000 0,000 0,000 0,000 0,000
dop | 3312 | —0036 | —0,027 | —0,035 | —0,016
dor, 149.935 | —0,303 0,000 —1,657 | —0,556
9o, | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
9E | 0000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
v 290.378 0,000 0,000 —3,730 0,000
de, | 9842.876 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0F, 0.000 —— —— —— ——
OF; 0.000 —— —— —— ——
oFy, 0.000 —— —— —— ——
o0Fy 0.000 —— —— —— ——
0By 0.000 —— —— —— ——
96, | 0.000 — — —— —
006 77.858 —— —— —— ——
08, | 37611 | —— __ __ __

191
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Capitulo 8

Aplicaciones

En el presente capitulo se presentan y desarrollan una serie de aplicaciones practicas,
basadas en problemas ingenieriles de diferente indole que utilizan la metodologia explicada
en el capitulo [7. Con ello se pretende mostrar por un lado la utilidad préactica del método
para resolver todo tipo de problemas ingenieriles, y que existen actualmente en el mer-
cado herramientas capaces de abordar este tipo de problemas independientemente de las
ecuaciones utilizadas o del tamafio del mismo.

El capitulo esta estructurado de la siguiente manera. En la seccién [8.1/ se aborda el
problema de un muro vertical sometido al empuje del terreno. En la seccién 8.2] se plantea
el problema de una viga mixta perteneciente al tablero de un puente mixto. En la seccién 8.3
se dimensiona un dique de escollera con espaldén de hormigén, y por dltimo, en la seccion
8.4, se explica y plantea la aplicaciéon a problemas de estabilidad de taludes.

8.1. Muro vertical

En esta seccion se describe con detalle el cdlculo de un muro vertical basado en técnicas
probabilistas.

8.1.1. Introduccién al diseno de muros

Las estructuras de contencion estan disenadas para sustentar el terreno, alli donde o
bien no se sustenta por si solo, o donde un talud econémicamente razonable no es suficiente.
El terreno natural, o relleno, ejerce un empuje sobre la estructura que tiende a hacer que
esta vuelque, deslice, o vuelque y deslice a la vez. La punta, el alzado y el talén del muro
actian como ménsulas, y deben ser disenadas para resistir las presiones del terreno. Asi, el
diseno de un muro implica:

1. Comprobar la estabilidad global de la estructura.

2. Obtener las tensiones maximas y minimas sobre el taléon y la punta del muro, y
compararlas con las tensiones admisibles del terreno en el que se ubica el muro.

3. Dimensionar las armaduras de la punta, el alzado y el talén, para resistir los momentos
flectores y los esfuerzos cortantes.

193
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Existen en la actualidad varios programas comerciales, como Correct Surcharge, DDRW-
1, EPRES, FREW, GRETA, GWALL, HEAVE, Kzero2, LPRES, RETAIN, Retaining
Wall Design, RetWall, ReWaRD, SHEET, Sheetpile-2, SHORING, SPUNT-A2, SPW 911,
STAWALL, UNIBEAR, WALLAP, etc., que obtienen las presiones que ejerce la base del
muro sobre el terreno, soportando cualquier tipo de material de relleno, con sobrecargas
o fuerzas puntuales externas actuando, bien sobre el muro, o sobre el terreno que sopor-
ta. Ademads, analizan la estabilidad de toda la estructura y disefian el hormigén armado
basandose en diferentes métodos de diseno.

La mayoria de ellos son capaces de obtener, tensiones en puntos clave del muro, leyes de
flectores, cortantes, desplazamientos, asientos en el terreno, etc., e implementan coeficientes
de seguridad.

Ademsds, algunos de ellos disenan muros verticales de acuerdo a cédigos internacionales,
como BS 8002, Eurocode 7, CIRIA 104, Hong Kong Geoguide, CP2, British Steel’s Piling
Handbook y Highway Agency’s BD42/94.

Pero la mayoria de los programas existentes utilizan el disefio clasico, basado en coe-
ficientes de seguridad, es decir, el diseno corresponde a un método de nivel 1. En otras
palabras, no se utilizan variables aleatorias, y por consiguiente, no se puede hablar de la
probabilidad de fallo de la estructura. Sin embargo, se ha visto en los capitulos anterio-
res, que en la actualidad los métodos de nivel II y nivel III han sufrido un desarrollo muy
importante, y es conveniente utilizarlos.

Un problema anadido de los programas que existen en la actualidad para disenar este
tipo de estructuras, es que las dimensiones del muro las tiene que dar el ingeniero, y sélo
después de un proceso de calibrado, se obtiene un diseno aceptable. Pero incluso después de
obtener un disenio satisfactorio, que cumpla todas las restricciones impuestas al problema,
no se sabe si se estd cerca o lejos del diseno éptimo. Es por eso que en esta seccién se aborda
el disenio éptimo, automatico y con consideraciones probabilistas de un muro vertical.

8.1.2. Descripcién del muro vertical

En el diseno de un muro vertical son muchas las variables que intervienen, dimensiones
del muro, pendiente del terreno, resistencias del acero y del hormigdén, propiedades del
material de relleno, etc. Considérese por tanto el muro definido de forma paramétrica de la
figura [8.1.

Los principales elementos del mismo son:

1. Datos geométricos.
hy: altura del muro.
2. Datos sobre agentes externos.
q: sobrecargas.
3. Datos sobre la definiciéon del material.

~e: peso especifico del hormigoén.

vs: peso especifico del terreno.
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Figura 8.1: Descripcion geométrica del muro.

~vst: peso especifico del acero.

fe: resistencia del hormigon.

fy: resistencia del acero.

kqo: coeficiente de empuje activo.

k,: coeficiente de empuje pasivo.
Os0il: Tesistencia del terreno.
Verit: coeficiente de rozamiento critico.
Tmaz: Tesistencia a cortante del hormigén.

4. Datos sobre las armaduras. Ver el detalle de la colocaciéon de las armaduras en la
figura [8.2.

r: recubrimiento.
¢p: didmetro de la armadura secundaria longitudinal (minimo).
¢¢: didmetro de la armadura secundaria transversal (minimo).
s¢: espaciamiento entre barras en el armado longitudinal.

s¢: espaciamiento entre barras en el armado transversal.

5. Limites inferiores de los coeficientes de seguridad.

F?: coeficiente de seguridad al vuelco.
FY: coeficiente de seguridad al deslizamiento.

Ft? : coeficiente de seguridad con respecto a la capacidad portante del terreno.
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Armaduras secundarias
transversales
e N
Seccidn critica g :' i N
en el alzado
Armaduras
principales
q)] . Aheel
Armadura secundaria
longitudinal
. . .\..“'- A!oe
Seccidn critica  Seccidn critica
en la puntera en el talén
Figura 8.2: Detalle de la posicién de la armadura.
FY_ . coeficiente de seguridad con respecto al momento flector en el alzado.
FQ.: coeficiente de seguridad con respecto al momento flector en la puntera.
F,?e .- coeficiente de seguridad con respecto al momento flector en el talén.
FY,...: coeficiente de seguridad con respecto al esfuerzo cortante en el alzado.
FY,.: coeficiente de seguridad con respecto al esfuerzo cortante en la puntera.
F Bheel: coeficiente de seguridad con respecto al esfuerzo cortante en el talén.
6. Costes.
ce: coste del hormigdén por metro cibico.
cst: coste del acero por Newton.
¢y coste de encofrado por metro cuadrado.
Ceq: cOste por metro cibico de excavacién.

7. Variables de diseno. Estas son las variables cuyos valores medios seran determinados
de forma automaética por el procedimiento de optimizacion.

a:
c:
b:
d:
Z:
ho:
hs:

longitud de la puntera.

longitud del talén.

espesor del alzado en la base.
espesor del alzado en la coronacién.
profundidad de la puntera.

espesor minimo de la puntera.

espesor maximo del talén.
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Agtem: armadura en el alzado.
Aioe: armadura en la puntera.

Apeer: armadura en el talén.

8.1.3. Clasificacién de las variables y modos de fallo considerados

Dado que se va a utilizar el método PSFM, lo primero que se debe hacer es clasificar
las variables que intervienen. Es muy importante distinguir bien entre variables de diseno
(establecidas y deseadas por el ingeniero), que en este caso se consideran valores esperados,
E(X;) o z;, de las variables aleatorias X;;i = 1,...,n, y valores reales z; (que son los
existentes en la realidad). Algunos de estos valores esperados son elegidos por el disenador o
por los cédigos, y otros son seleccionados por el procedimiento de optimizacién. El conjunto
de valores reales o actuales asociados con los valores esperados elegidos por el ingeniero
constituira el vector

No = (h17 qVes Vsy Vst fC7 fya kau kpv Osoils Verits Tmaxy Ty (b@? ¢t7 S¢, Sty Cc, Csty Ct,y Cez)a

y el conjunto de valores reales o actuales asociados con las variables de diseno, obtenidas
del procedimiento de optimizacién, constituird el vector

d= (a, b, c, d, Zt, h27 h37 Astema At067 Aheel)-

Nétese que el vector 1, puede descomponerse segin la clasificacién de la subseccion
7.2.1.

Los vectores de medias, valores esperados o caracteristicos se llamaran d y 7g, respec-
tivamente.

Para el cdlculo se asumiran los siguientes modos de fallo:

1. Fallo por deslizamiento. Este fallo puede analizarse considerando el ratio de las fuerzas
estabilizadoras frente a las fuerzas deslizadoras

fuerzas estabilizadoras " (8.1)

d.n.) =
g1(d, ) fuerzas deslizadoras

donde Fj es el coeficiente de seguridad al deslizamiento.

2. Fallo por vuelco. Este fallo puede analizarse considerando el ratio de los momentos
estabilizadores frente a los momentos volcadores con respecto a un punto

momentos estabilizadores ) (8.2)

a = =
g2(d, 7o) momentos volcadores

donde F; es el coeficiente de seguridad al vuelco.

3. Fallo por la capacidad portante del terreno. Este fallo puede analizarse considerando
el ratio entre la capacidad portante del terreno frente a las tensiones reales frente a
los momentos volcadores con respecto a un punto

capacidad portante " (8.3)

a o p—
93(d, 7o) tension real

donde Fy, es el coeficiente de seguridad frente a la capacidad portante del terreno.
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4. Rotura de las armaduras en el alzado, puntera o talon. El andlisis de este fallo puede
hacerse considerando el ratio entre la resistencia a traccién del acero y las tensiones
que actiian en cada una de las secciones pésimas del muro.

resistencia a traccién del acero

94(d, 7y) = tonsion = F}; j = stem,toe,heel (8.4)

donde Fitem, Froe and Fhee son los coeficientes de seguridad asociados al fallo por
flexién en cada una de las secciones criticas.

5.  Fuallo por cortante en el alzado, puntera o taléon. El andlisis de esta fallo puede ha-
cerse considerando el ratio entre la resistencia a cortante del hormigén y esfuerzos de
cortante existentes en cada una de las secciones pésimas del muro.

- resistencia a cortante del hormigén

95(d7 TIO) =

= F}; j = sstem,stoe,sheel  (8.5)
esfuerzo cortante

donde Fistem, Fstoe and Fgpeer son los coeficientes de seguridad asociados al fallo por
cortante en cada una de las secciones criticas.

Como, incluyendo los tres modos de flexion y los tres de cortante, se tienen 9 modos de
fallo diferentes, se define el conjunto Iy de modos de fallo como

Iy = {s,t,b, stem, toe, heel, sstem, stoe, sheel }.

Obsérvese que los coeficientes de seguridad son variables aleatorias. Por lo tanto, el muro
serd estable si y sélo si

F57 Fta Fb) Fstemv Ftoe7 Fheela FSSt@?TM Fstoe: Fsheel > 1.

Es importante recalcar que sélo se han seleccionado los modos de fallo més relevantes,
pero hay otros posibles, como hundimientos superficiales o profundos de terreno, etc.; sin
embargo, por motivos de claridad, se han ignorado. También es importante mecionar que
solo se han considerado estados de limite ultimos que provocan la ruina estructural del
conjunto, sin tener en cuenta estados limites de servicio.

8.1.4. Fuerzas que actian en el muro

Antes de obtener el conjunto de restricciones de fallo, se debe determinar el peso total del
muro y del terreno, las presiones que actiian sobre el muro asi como los puntos de aplicacion
de sus resultantes. Una vez calculados, se plantean las restricciones de fallo ayudandose de
un conjunto de variables auxiliares.

Una ventaja de los programas de optimizacién es que permiten la utilizaciéon de ecua-
ciones y variables auxiliares, con lo que no es necesario obtener una expresion explicita de
los modos de fallo en funcién de las variables de disenio, que en ciertos casos podria ser muy
complicado.
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(a) Peso del muro (b) Peso del terreno

Figura 8.3: Descomposicién de la secciéon transversal del muro en elementos geométricos
simples (tridngulos y rectangulos) para calcular: (a) el peso del muro, y (b)el peso del
terreno.

Peso total del muro. De la figura [8.3(a) se obtienen los pesos y las distancias de los
puntos de aplicacion al origen de coordenadas O siguientes:

wy = Ye(a+b+c)hy; Ty, = (a+b+c)/2

wy = Yela+b+c)(hg—h2)/2; w, = 2(a+b+c)/3

w3z = Yed(h1 + z); Ty, = a+b—d/2 (8.6)
wy = Ye(b—d)(h1+ 2)/2; Ty, = a+2(b—-d)/3

wo = Z?:I Wi Tw = Z:‘L:I Wi Ty, [ W

donde w;;i = 1,2, 3,4 son las pesos de las piezas correspondientes, y x,,;% = 1,2, 3,4 son las
distancias de la resultante al origen de momentos O con respecto al eje OY |y w y x,, son
el peso total y la situacién de su punto de aplicacion, respectivamente (véase Is figural8.3(a)).

Peso total del terreno. De forma similar, para los pesos de los suelos (véase la figura
8.3(b)) se tiene:

s1 = sz Ty, = a/2
s2 = vs(h1+ 2 +q/7s)c Ts, = a+b+4c/2 57
83 = 75(b - d)z?/(z(hl + Zt)) Tsy = a—+ (b — d)zt/(3(h1 + Zt)) ’

s = Z?:ysi Ts = Z?:lé’ﬂsz-/s

donde s;;7 = 1,2, 3 son los pesos de los bloques de terreno, y xs,;% = 1,2, 3 son las abscisas
de los centros de gravedad con respecto al eje OY ',y sy x, son el peso total y su localizacion,
respectivamente.

Presiones del terreno. En la figura 8.4(a) se muestran las fuerzas debidas a la presién
del terreno y la posicién del centro de gravedad de las mismas:
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kv, (h,+z)

(a)

Figura 8.4: (a) Presiones del terreno a ambos lados del muro. (b) Reacciones del peso del
muro, del terreno y del empuje del terreno sobre el muro.

sp = kpvs(ha +2)?/2
ysp (h2 + Zt)/?)
Sa kavs(hi + 2zt + h3)?/2 4 kaq(hi + 2 + h3)
Yse = ka(hai+2e+h3)? (g4 vs(h1 + 20+ h3)/3) /(2s4) — hs + ho

(8.8)

donde s, v s, son las presiones horizontales son las posiciones de sus resultantes
D a ) Sp Sa ;
respectivamente.

Fuerzas resultantes con respecto a la puntera. De la figura [8.4(b) se obtiene:

fn = Sa—5p; fo = s+w; My = Sa¥s,; Ms = SpYs, + Wy + 5Ts,  (8.9)
donde f, y f, son las componentes horizontal y vertical de las fuerzas y m; y ms son los

momentos volcadores y estabilizadores, respectivamente.

8.1.5. Criterios de diseno o imposiciones del cédigo (requisitos legales)

Basandose en los célculos previos es facil escribir las restricciones de estado limite.

Restriccién de vuelco. Esta restriccién establece que el ratio momento estabilizador,
momento volcador ha de ser mayor que el coeficiente de seguridad correspondiente:

ms/mt > Ft (810)

Restriccién de deslizamiento. Esta restriccion establece que el ratio coeficiente de roza-
miento critico, coeficiente de rozamiento existente ha de ser mayor que el coeficiente de
seguridad correspondiente:
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A

fh \k = f( I(X

f,

Figura 8.5: Ilustracién de la localizacién de la reaccién en la base del muro.

Ncrit/ﬂ > Fy (811)
donde, de la figura 8.5/ se obtiene:
a = arctan[(hg — h2)/(a+ b+ ¢)]
fn = focosa+ fpsina
ft = frcosa— fysina (8.12)
no= ft/fn

Restriccién de la capacidad portante. Esta restriccion establece que la maxima tension
(0;) en el extremo izquierdo del pie del muro ha de ser menor que la capacidad portante
del terreno dividida por el coeficiente de seguridad correspondiente:

O s0il
0

> B (8.13)
Donde, si d; = 3(ms —m¢)/fn > (a+b+c)/cosa, de la figura8.6(a) se obtiene
my = (ms—my) — fula+b+c)/(2cosa)

o focosa/(a+b+c)—6ms/((a+b+c)/cosa)? (8.14)
o = facosa/(a+b+c)+6mys/((a+b+c)/cosa)

y, de la figura 8.6(b) se obtiene

dy = 3(ms _mt)/fn
o = 2f2/(3(ms —my)) (8.15)
o = 0;(1—=(a+b+c)/(dicos(w))).

Como en el segundo caso o; es negativo, y este es un valor ficticio para calcular otras
variables, ya que se considera que el terreno no resiste tracciones, se tomara como o; = 0.

Restricciones de flexién y esfuerzo cortante en el alzado, la puntera y el talén.
Estas restricciones establecen que no se producira fallo ni por flexi "n, ni por esfuerzo cortante
en las localizaciones correspondientes.

Lo primero que se hace es calcular la armadura que necesita una seccion general sometida
a una fuerza normal (n), un esfuerzo cortante (v) y un momento flector (m) para resistir
(véase la figura 8.7):
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a) b)

Figura 8.6: Presiones actuando en la base del muro. Caso a) ambas presiones son positivas.
Caso b) oy es nula, y no existen tracciones.

f. €:=3.5%
0.8%x
m Xmax
n ) _
h — —
v
t
TS A A
B £,=2%
Figura 8.7: TIlustracién del célculo de las armaduras.
> Ma=0: f08z(h—r—04z) = m+n(h/2—7)
> Fp=0: t = f.08z—n
A
Sify > Fy; k= stem,toe, heel (8.16)
_ Tmaz__ > Fj; j = sstem, stoe, sheel

v/(h—r)

Lo siguiente es particularizar para el alzado, la puntera y el talén, con lo que se obtiene:

Seccién del alzado. De la figura 8.8(a) se obtiene

Nstem = W3+ W4+ S3
Vstem = kaq(h1 + 2¢) + kavs * (h1 + 2¢)%/2 — kpfysth/Q
Mstem = kays(hl 4+ 2t)3/6 4 ko ¢ * (b1 + 2t)2/2 — k‘p%zf’/G (8.17)
Figtem (@ +b/2) — (Ci_g Wi, + 537s,)
h = b

Seccién de la puntera. De la figura 8.8(b) se obtienen
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Couz = ho+atana
doguz = ajcosa
Paux = Wca(hQ + Cau:v)/Q

oy = o;i+alor—o0;)/(a+b+c)
Neoe = kpysha(ze + ha/2) + (sina + pcos @) (o5 + 04)daua /2 (8.18)
Vioe = (cosa— psina)(o; + 02)dauz/2 — Pauz — S1 ’
Mtoe = —a81/2 + kp'YszthQ(Caux - 0’5h2)
+hipYsh3 (Cauw — 2h2/3) /2 + 04d3,0/2 + (00 — 0i)daye /3
_npunteracaux/Z - 70a2h2/2 - ’Vc(cauac - h2)a2/6
h = couz
Seccién del talén. La figura8.8(c) lleva a

Cauzy = ha + (Cl + b) tan o

douz, = ¢/cosa

Pauzs = 'ch(h?; + Cauzg)/Q

Oz = 0i+(a+b)(or—0i)/(a+b+c)

Nheel = kaVsha(hl+ 2t + q/vs + h3/2) — (sina + pcos a)(o; + 022)dauz, /2

Vheel = _(COS Q — [ sin CV)(Ui + Ucc2)dau172/2 + Pauz, — S2

Mheel = 520/2 - ka'ys(hl + 2z + Q/'Ys)hl%(cau:cg - h3/2)
—0,5kaVsh3(Cauws — 2h3/3) — 01d2, 4, /2
_075(Uz2 - O't)d?me/B + nheelcauacz/2
+yectaura )2 + Ye(hs — Cauzy )2 /2

h = Cauzo
(8.19)

Reemplazando estos valores en (8.16) se obtienen las secciones transversales de armadu-
ra necesarias para el alzado, Agiem, la puntera, Aspe, v €l taldn, Apee.

Razones constructivas. Estas restricciones se deben a motivos constructivos, ya que el
proceso de optimizacion tiende a que los espesores en la puntera y en lo alto del alzado sean
nulos.

0,3 (8.20)
0,3 (8.21)

(A\VANAY

Zt

8.1.6. Funcién objetivo

En esta seccion se calcula el coste total del muro por metro lineal, incluyendo coste de
hormigén, acero, excavacion y encofrados:

Cost = h(d, ) = VeCe + 8¢t + WstCst + VepCes

Como éste es un ejemplo ilustrativo, y para mayor simplicidad, no se considera la vida til
del muro, ni los costes de reparacién y mantenimiento.
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mheel V. “ Sz
heel K.y (h+z+q/y)

kaYs(hl+Zl+q/Ys)
n Caux2
stem (C) —’nh 1 paux2
u mstem

0x2 [‘[_LL—LL/O- kuYs(hl+Zl+h3+q/Ys)
— ]

(a)

Figura 8.8: Ilustracién de las fuerzas que intervienen en el célculo de las armaduras en: (a)
la seccién critica del alzado, (b) seccién critica de la puntera y (c) en la seccién critica del
talon.

Para tal fin, se deben calcular los volimenes de hormigdn, v., excavacion, ve,, la super-
ficie total de encofrado, s¢, y el peso total de acero para las armaduras, wg;.

Ve = w/Ye
5¢ ho + hg + h1 + 2z + /(b — d)% + h?

Wst = 7Yst (Al (hl + 2t + Cauzx2 + 075) + AQ(daux + dauaz? + daua:?)) + AS(a + b + C))
+(ha +hg +d+ /(b—d)2 + (h1 + 2t)2 + )77t/ (45t) + D2t/ (451) (ha+
+v/(b—d)2 + (h1 + z)2 + d + h1 + 2 + ¢ + h3 + daus + dauz2 + dauas + @)

Ver = Vet (h1+2z)c+zia+ (b1 + 2+ h3)?/2 + (ho + 2)?/2

(8.22)
donde g = 78,5kN/m?3.

8.1.7. Distribuciones estadisticas del modelo

El diseno de un muro mediante métodos de Nivel II y III requiere la definicién de
las propiedades estadisticas de las variables que intervienen. En este ejemplo todas las
variables, geométricas, cargas externas, y definiciones de material se toman como normales
e independientes, cuyos valores de diseno se corresponden con sus medias, a las que se
hard referencia con una barra sobre la variable correspondiente, y con las desviaciones
tipicas mostradas en la tabla 8.1. Se estard empleando, por tanto el método FOSM descrito
en la seccién 2.6.

Para mayor simplicidad, en este ejemplo, el siguiente conjunto de variables se asumira de-
terminista:

{Ta ¢f7 ¢ta S¢, Sty Ce, Cst, Ct, Ce:p}
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Cuadro 8.1: Distribuciéon estadistica de las variables del ejemplo del muro.
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| Tipo | Variable | Desviacién tipica || Tipo | Variable | Desviacién tipica |
a 0,025m fe 3MPa
b 0,025m Resistencias fy 22M Pa
c 0,025m O soil 0,25M Pa
Variables d 0,025m Trmaz 0,04M Pa
geométricas Zt 0,025m Pesos Ye 1kN/m3
hi 0,025m especificos Vs 2kN/m3
ho 0,025m Vst 0,2kN/m?
hs 0,025m Otras kq 0,05
Agtem 0,00001m? variables kp 0,1
Ao 0,000017m2 Verit 0,05
Apeel 0,00001m? q 8kN/m
8.1.8. Solucién numérica y discusién de los resultados
Supdngase el siguiente muro vertical:
hy = 5m; ¥ = 25kN/m?; js = 20kN/m?;,  f.=30M Pa; fy = 450M Pa;
ke =0,5; ky, =3; Uerit = 0.,5; Fsoit = 0,25M Pa; G = 40kN/m;
r = 0,05m; F) =1,2; FY =1,15; FP =12 FS.. =14
Ftooe = 1’4’ F}?@el = 1747 ngtem = 1’2’ Fsotoe = 1?2? Fsoheel = 1727

c. = 66euro/m?; cg = 0,06euro/N; c¢; = 12euro/m?; cep = 3,6euro/m3; Tyee = 0,4M Pa,

donde éstos son los datos elegidos por el disenador.

El ejemplo propuesto ha sido implementado en GAMS (General Algebraic Modeling
System) (véase Castillo, Conejo, Pedregal, Garcia and Alguacil [29]).

La tabla/8.2 muestra la convergencia del método, que es alcanzada tras 11 iteraciones. La
ultima columna de la tabla muestra los valores de diseno éptimos de las variables de diseno
a,b,c,d, ho, hs, zt, Astem, Atoe ¥ Aneel, junto con los coeficientes de seguridad y los correspon-
dientes valores del indice de fiabilidad 3. El diseno se realizé garantizando los siguientes va-
lores de los coeficientes de seguridad clasicos F; > 2,0; Fs > 2,0; Fp, > 2,0; Fisten > 1,3; Fioe >
1,3; Freet = 1,3; Fsstem = 1,45 Fstoe 2> 1,4; Fspeet = 1,4y Bt, Bs, By Bstems Btoes Bheets Bsstem.s
Bstoe ¥ Bsheel Mayores o iguales a B? = 3,71. Los valores activos aparecen subrayados en la
tabla 8.2.

De los resultados se pueden obtener las siguientes conclusiones:

1. El proceso converge en 11 iteraciones, pero practicamente se obtienen los mismos
resultados a partir de la iteracién 5.

2. El coeficiente de seguridad F? es activo, es decir, es mas restrictivo que su correspon-
diente probabilidad de fallo. Nétese que la probabilidad de fallo para este modo es
mayor que (39 = 3,719.

a1 0 20 0 0 0
3. Las cotas probabilistas 5y, Bsiem» Bioer Bheers Bsstem

son mas restrictivas que las asociadas a los coeficientes de seguridad.

O roes B000r SON activas, es decir,
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Cuadro 8.2: ITlustracion del proceso iterativo. Los valores finales estan en negrita.

ITERACIONES

Variable | Unidades 1 2 5 10 | 11 (fin)
Cost euro 1105.2 | 1246.4 | 1280.5 | 1282.8 | 1282.8
hq m 5.00 5.00 5.00 5.00 5.00

2 m 0.30 0.30 0.30 0.30 0.30

a m 1.55 1.72 1.80 1.81 1.81

m 0.90 1.15 1.23 1.23 1.23

c m 4.83 4.23 3.98 3.97 3.97

d m 0.30 0.30 0.30 0.30 0.30

ha m 0.50 0.60 0.62 0.62 0.62

hs m 1.04 1.38 1.51 1.52 1.52

Aulzado m? 0.00166 | 0.00167 | 0.00159 | 0.00158 | 0.00158
Apuntera m? 0.00044 | 0.00042 | 0.00037 | 0.00037 | 0.00037
Apeel m? 0.00180 | 0.00161 | 0.00143 | 0.00142 | 0.00142
F, - 6.45 6.05 5.95 5.96 5.96

F, - 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00

F - 2.00 2.00 2.01 2.02 2.02

Fytem - 1.30 1.79 1.86 1.86 1.86
Funtera - 1.30 1.63 1.49 1.50 1.50
Fheel - 1.30 1.81 1.89 1.89 1.89
Fiystem - 1.40 1.80 1.93 1.94 1.94
Fitoe - 1.40 1.74 1.82 1.82 1.82
Fiheel - 1.40 1.79 1.93 1.94 1.94
By — — | 24.63 24.12 24.13 24.13

s - - 3.87 3.80 3.79 3.79

Be - - 3.71 3.71 3.72 3.72

Bstem - - 3.50 3.71 3.72 3.72
Broe - - 4.44 3.68 3.72 3.72

Bheel - — 3.45 3.71 3.72 3.72
Bsstem - - 3.33 3.70 3.72 3.72
Bstoe - - 3.48 3.71 3.72 3.72
Biheel - - 3.31 3.70 3.72 3.72
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Cuadro 8.3: Sensibilidades con respecto a los datos del problema.

Ce Ct Cst Cex r ¢l
11.531 12.815 | 2726.431 56.756 738.240 3.668
¢t S] St Ft Fs Fb

5.245 -110.042 | -157.347 0.000 193.519 | 55.568
Falzado Ftoe Fheel Fsstem Fstoe Fsheel
27.290 8.298 24.804 1.432 160.687 | 129.427

:Yc '73 :Yst fc fy 0 s0il
-5.593 22.063 2.084 -0.024 -0.245 | -448.275
Tmazx ﬂcrit q ka k;p hl
-1364.251 | -774.074 | 11.679 | 2495.998 | -18.428 | 490.769

4. Fl coeficiente de seguridad minimo F}? y su correspondiente cota probabilista 37 son
ambas inactivas. Las restricciones relativas a los demds modos de fallo hacen que se
cumplan éstas. Nétese que su coeficiente de seguridad y su indice de fiabilidad son
mayores que las cotas inferiores.

5. Los valores 6ptimos para d y z; son d = 0,3 y z; = 0,3. Esto implica que las restriccio-
nes (8.20) y (8.21) son activas. En otras palabras, se puede obtener un menor coste
eliminando estas condiciones, entonces la solucién éptima seria d = z; = 0.

8.1.9. Analisis de sensibilidad

Las sensibilidades para el ejemplo numérico se dan en las Tablas 8.3, 8.4/ and 8.5, res-
pectivamente.

La tabla 8.3/ da las sensibilidades de la solucién 6ptima con respecto a los datos, con lo
cual se sabe como cambia la funcién objetivo (coste de construccién éptimo) cuando el valor
del dato unicamente aumenta en una pequeiia cantidad. Esta informacién es extremada-
mente Util durante el proceso de construccion para controlar el coste, y para analizar cémo
los cambios en los datos afectan al mismo. Entre ellos se tiene la influencia del coste de los
materiales, la influencia de los coeficientes de seguridad, etc. Asi por ejemplo, un cambio
de un euro en el coste por metro cibico de hormigén (c.) conlleva un incremento de coste
de construccién de 11,531 euro (véase la casilla correspondiente en la tabla 8.3). De forma
similar, un aumento en el limite inferior del coeficiente de seguridad F no afecta al coste,
ya que en el 6ptimo no es activa la restriccién correspondiente (8.10), pero un aumento del
limite inferior del coeficiente de seguridad F: ,9 supone un aumento de coste de 193,519 euro
por unidad de aumento.

Es importante resaltar que el estudio de sensibilidad tiene cardcter local, es decir, que
solo vale en el entorno de la solucién, ya que grandes aumentos en alguno de los pardametros,
por ejemplo en F puede suponer que en el nuevo valor 6ptimo la restriccién (8.10) se active,
con lo que el anterior analisis de sensibilidad no valdria.
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Cuadro 8.4: Sensibilidades %ﬁ L. con respecto a los datos z, en el ejemplo del muro.
Datowx | G| G| G| P B | e | P | e | Mg
r 0.00 0.00 0.00 -5.93 -12.34 -7.10 -4.59 | -7.13 -5.67
oy} 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
o 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
S 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
St 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Lh, -6.13 | -0.95 -1.55 -3.26 -3.27 -3.12 -1.56 | -1.95 -1.83
Ha 4.65 -0.06 1.89 0.00 -7.99 2.17 0.00 0.04 0.75
Ip 5.33 0.38 1.36 6.98 2.33 2.39 4.59 1.34 1.10
L 6.49 1.07 0.68 0.00 -0.54 -1.21 0.00 0.35 0.12
L 0.79 0.49 | -0.52 0.34 -2.02 0.37 0.00 | -0.72 0.46
by -6.49 | -0.91 -1.27 0.00 18.44 2.38 0.00 4.48 2.38
Lhs 2.75 1.34 -0.75 0.00 4.17 2.95 0.00 1.15 1.75
Lz, -6.09 0.17 | -1.84 -3.24 -1.61 -3.04 -1.25 -1.42 -1.57
LA, 0.00 | 0.00 | 0.00 | 4261.54 0.00 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00
KA. 0.00 0.00 0.00 0.00 | 25649.34 0.00 0.00 0.00 0.00
HAp oo 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | 4671.60 0.00 0.00 0.00
My, 0.25 0.09 | -0.05 0.03 -0.14 0.03 0.00 | -0.04 0.03
oy 0.19 | -0.03 -0.07 -0.14 -0.11 -0.13 -0.13 | -0.10 -0.14
Hoy, 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
. 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Ky, 0.00 0.00 0.00 0.02 0.02 0.02 0.00 0.00 0.00
Wo oot 0.00 0.00 | 29.03 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
TS 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 18.53 | 20.16 18.70
Hopiorie 0.00 | 15.09 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Iq -0.05 -0.03 -0.04 -0.08 -0.07 -0.08 -0.05 -0.05 -0.06
Mk, -14.44 | -11.84 | -7.02 -12.24 -4.75 -12.71 -9.24 | -7.61 -7.76
Mk, 0.00 0.13 0.03 0.00 0.12 0.03 0.02 0.03 0.03
Oh, -22.70 | -0.08 -0.22 -0.99 -0.99 -0.91 -0.23 | -0.35 -0.31
0z -22.36 0.00 | -0.32 -0.97 -0.24 -0.86 -0.14 | -0.19 -0.23
Oq -13.05 0.00 | -0.33 0.00 -5.94 -0.44 0.00 0.00 -0.05
oy -17.16 | -0.01 -0.17 -4.53 -0.51 -0.53 -1.96 | -0.17 -0.11
Oc -25.40 | -0.11 -0.04 0.00 -0.03 -0.14 0.00 | -0.01 0.00
o4 -0.37 | -0.02 -0.03 -0.01 -0.38 -0.01 0.00 | -0.05 -0.02
Ohy -25.43 | -0.08 -0.15 0.00 -31.62 -0.53 0.00 | -1.86 -0.53
Ohsg -4.58 | -0.17 | -0.05 0.00 -1.62 -0.81 0.00 | -0.12 -0.29
TAsrem 0.00 | 0.00| 0.00| -675.39 0.00 0.00| 0.00| 000 0.00
OA,.. 0.00 0.00 0.00 0.00 | -24465.36 0.00 0.00 0.00 0.00
OApoul 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | -811.61 0.00 0.00 0.00
O, -1.46 | -0.03 -0.01 0.00 -0.07 0.00 0.00 | -0.01 0.00
On, -1.68 | -0.01 -0.03 -0.14 -0.09 -0.13 -0.12 | -0.07 -0.16
On, 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
oy, 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
of, 0.00 0.00 0.00 -0.02 -0.04 -0.02 0.00 0.00 0.00
Og, 0.00 0.00 | -94.03 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
fo 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | -51.05 | -60.43 | -52.02
Ol 0.00 | -43.23 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
o4 -0.43 | -0.03 | -0.04 -0.18 -0.13 -0.17 -0.07 | -0.07 -0.09
Ok, -251.42 | -26.61 -9.16 -27.85 -4.20 -30.02 -15.89 | -10.77 | -11.21
Ok, 0.00 | -0.01 0.00 0.00 -0.01 0.00 0.00 0.00 0.00




8.1. MURO VERTICAL

209

Cuadro 8.5: Sensibilidades x%’i", con respecto a los datos z, en el ejemplo del muro.
Datox | ot | wfe | afy | e | % | o0 | g0t | g0t | g0
r 0.00 | 0.00 | 0.00 -0.30 -0.62 -0.35 -0.23 -0.36 -0.28
oy, 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
(o) 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
S 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
St 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Lhy -30.67 | -4.73 | -7.75 -16.32 | -16.35 | -15.61 -7.80 -9.75 -9.14
ta 8.43 | -0.11 | 3.43 0.00 | -14.48 3.93 0.00 0.07 1.37
b 6.56 | 0.47 | 1.67 8.58 2.87 2.93 5.65 1.65 1.35
Lhe 25.74 | 4.23 | 2.70 0.00 -2.12 -4.79 0.00 1.39 0.47
Hd 0.24 | 0.15 | -0.16 0.10 -0.60 0.11 0.00 -0.22 0.14
Lhy -4.01 | -0.56 | -0.78 0.00 11.38 1.47 0.00 2.76 1.47
hs 4.18 | 2.04 | -1.14 0.00 6.33 4.48 0.00 1.75 2.66
Lz, -1.83 | 0.05 | -0.55 -0.97 -0.48 -0.91 -0.37 -0.43 -0.47
fia.,.. | 0.00| 0.00| 0.00 6.75 |  0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
PAe 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 9.60 0.00 0.00 0.00 0.00
HAp oo 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 6.64 0.00 0.00 0.00
oy, 6.14 | 2.16 | -1.17 0.68 -3.39 0.71 0.00 -1.06 0.74
My, 3.73 | -0.59 | -1.37 -2.73 -2.14 -2.66 -2.57 -1.99 -2.90
Moo 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Ly, 0.00 | 0.00 | 0.00 0.09 0.12 0.05 0.00 0.00 0.00
K, 0.00 | 0.00 | 0.00 7.20 10.29 7.07 0.00 0.00 0.00
o oo 0.00 | 0.00 | 7.26 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
tr | 0.00| 0.0 | 0.00 0.00 | 0.00 0.00 7.41 8.06 7.48
Hpiorie 0.00 | 7.55 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
g -1.90 | -1.28 | -1.49 -3.08 -2.66 -3.06 -1.97 -1.91 -2.21
Mk, -7.22 | -5.92 | -3.51 -6.12 -2.38 -6.35 -4.62 -3.81 -3.88
bk, 0.01 | 0.38 | 0.09 0.00 0.37 0.10 0.05 0.08 0.08
Oh, -0.57 | 0.00 | -0.01 -0.02 -0.02 -0.02 -0.01 -0.01 -0.01
0z -0.56 | 0.00 | -0.01 -0.02 -0.01 -0.02 0.00 0.00 -0.01
Oq -0.33 | 0.00 | -0.01 0.00 -0.15 -0.01 0.00 0.00 0.00
Op -0.43 | 0.00 | 0.00 -0.11 -0.01 -0.01 -0.05 0.00 0.00
Oc -0.64 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
o4 -0.01 | 0.00 | 0.00 0.00 -0.01 0.00 0.00 0.00 0.00
Ohy -0.64 | 0.00 | 0.00 0.00 -0.79 -0.01 0.00 -0.05 -0.01
Ohsg -0.11 | 0.00 | 0.00 0.00 -0.04 -0.02 0.00 0.00 -0.01
oa,. | 000] 000| 000 -001| 000| 000 0.00 | 0.00 0.00
OA,.. 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 -0.24 0.00 0.00 0.00 0.00
OApoul 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 -0.01 0.00 0.00 0.00
On, -1.46 | -0.03 | -0.01 0.00 -0.07 0.00 0.00 -0.01 0.00
On, -3.36 | -0.01 | -0.07 -0.28 -0.17 -0.26 -0.25 -0.15 -0.31
Oy 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
oy, 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
of, 0.00 | 0.00 | 0.00 -0.46 -0.94 -0.44 0.00 0.00 0.00
Og, 0.00 | 0.00 | -2.82 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
or 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00| 0.00 204 | -242| -2.08
Ol 0.00 | -2.16 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
oq -3.47 | -0.25 | -0.33 -1.42 -1.05 -1.39 -0.58 -0.54 -0.72
Ok, -12.57 | -1.33 | -0.46 -1.39 -0.21 -1.50 -0.79 -0.54 -0.56
O 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
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Cuadro 8.6: Ilustracion de la simulacién de Monte Carlo.

Modo | Ps(x10™%) | Brosm | Buc
By 0.0000 24.127 | —o0
s 0.6893 3.794 | -3.812
By 0.9934 3.719 | -3.721

Bistem 0.9428 3.719 | 3.734

Btoe 0.8399 3.719 | 3.763

Bheel 0.9397 3.719 | 3.735

Bistem 1.0117 3.719 | 3.716

Bstoe 1.0135 3.719 | 3.716

Biheel 1.0269 3.719 | 3.712

Brot 4.9208 - | 3.295

La tabla8.4/da las sensibilidades de los indices de fiabilidad (/3) con respecto a los datos, y
a los parametros que definen las distribuciones estadisticas de las variables aleatorias (medias
y desviaciones tipicas). Se puede por tanto analizar cémo influyen todos esos pardmetros
en la fiabilidad y por tanto en la seguridad de cada uno de los modos de fallo. Con lo
cual se sabe que datos o pardmetros influyen més en cada uno de los modos de fallo y se
podrd actuar en consecuencia. Con esta tabla, el ingeniero puede analizar cémo influye, por
ejemplo, la calidad del material (desviacion tipica en f. o fy) o la precisién en la construccién
(desviacién tipica en las dimensiones de diseno) en la seguridad del muro.

Si se prefieren valores no dimensionales de las sensibilidades se puede reemplazar el valor
% por % en la tabla 8.4 y obtener la tabla [8.5.

8.1.10. Simulacién de Monte Carlo

Para determinar la probabilidad de fallo de cada uno de los modos de rotura, asi como la
probabilidad de fallo global, se ha realizado una simulacién de Monte Carlo con 10® réplicas.
Habida cuenta del gran nimero de modos de fallo, y pese a ser un sistema en serie, no se
han calculado las probabilidades de las intersecciones ya que ascenderian a 2% — 1 = 511.

Se puede concluir que la probabilidad de fallo global del muro es de 0,00049208, mientras
que las probabilidades de fallo de cada uno de los modos de rotura, junto con los indices
de fiabilidad aproximados mediante FOSM (8rosar) v los equivalentes de la simulacién de
Monte Carlo (Byc = ®71(1 — Pf)) se encuentran en la tabla [8.6.

8.2. Viga Mixta

En esta seccion se describe con detalle el cdlculo de una viga mixta perteneciente al
tablero de un puente biapoyado basado en técnicas probabilistas.
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Figura 8.9: Puente mixto biapoyado utilizado en el Ejemplo.

8.2.1. El problema de la viga mixta

Para ilustrar los conceptos que se presentardn en las secciones siguientes, se usard el
ejemplo de una viga mixta simplemente apoyada (véanse las Figuras 8.9 y 8.10), con una
geometria dada (ndtese que estd paramétricamente definida). No obstante, se clarifica al
lector que el objetivo del presente ejemplo es ilustrar conceptos y no realizar un analisis
exhaustivo de todos los posibles modos de fallo de la viga (que los drboles no escondan al
bosque).

Las vigas mixtas tienen un uso muy extendido en la construcciéon de puentes, plantas
comerciales, etc. Con su utilizacién, se pretende reemplazar en las zonas de compresion el
acero, que es un material caro, por hormigén armado, que es mas barato. Para ello la losa
de hormigén se une al ala superior de la viga de acero mediante conectores.

El diseno de una viga mixta requiere seleccionar los siguientes pardmetros: espesores de
chapa de la viga mixta, espaciamiento entre vigas, espesor y posiciéon de los rigidizadores,
numero y dimensiones de los conectores, etc.

Para facilitar la descripcién del problema, se considera el siguiente conjunto de indices:

e: Localizaciones: {¢ = losa de hormigén, u = ala superior,/ = ala inferior}
t: Periodos de tiempo considerados: {0, 00}.

p: Posiciones longitudinales en el puente: {¢ = centro de vano,s = apoyo}

En este ejemplo, no se discute el método usado para la seleccién de los indices de
fiabilidad (/3), existen en la literatura amplias discusiones acerca de este tema (Royal Society
Study Group [145], Blockley [20], Rowe [141] y Stewart y Melchers [157]).

Independientemente del método elegido para disenar, el primer paso es seleccionar los
modos de fallo o estados limites. En este ejemplo se consideraran los siguientes:

1. Estado limite de servicio.
= Flecha méxima en centro luz.
2. Estado limite de dano.

= Deformaciones plasticas locales en el hormigén a tiempo 0 y oo.
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Figura 8.10: Definicién geométrica de la viga mixta.

= Deformaciones plasticas locales en las alas superiores e inferiores de la viga de
acero a tiempo 0y oo.

» Deformaciones plasticas locales en el alma de acero.
3. Estado limite dltimo.

= Momento ultimo resistido por la seccion.

» Esfuerzo cortante dltimo resistido por la seccién.

Las ecuaciones de estado limite se obtendran el la subseccion [8.2.2.

Aligual que en la seccién anterior (8.1), y dado que se va a emplear el método PSFM, se
va a clasificar las variables que intervienen. El conjunto de variables de diseno (X1, ..., X},)
se dividird de forma més detallada que en el ejemplo anterior en cinco subconjuntos (véase
la subseccién 8.2.9 para la notacién):

d: Variables de disefio optimizadas.
d = (be, te, hw, tw, d1,d2, d3, As,, Asy, hst, tr)
1n: Conjunto de parametros.
n = (L,pl,dg,r1,72,,m, By, Es, @,V €, €5, Ce, Cs, Cy, Cst)
¢: Variables aleatorias basicas usadas en los modelos probabilistas.
& = (fes fs: fys Ves Vs» Was wp, Ds)
r: Pardmetros estadisticos.

K = (/J“wda Hwps Hpgss Hfer Bfss B fys Byes Byss Vwgs Vwys Upsy Ufes Ufes Uy s U’YUU'Ys)
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1: Variables auxiliares o no basicas.
Il) = (‘/;Ja Oe,ts Tp, Mp; Mun7 Vmaa:a wi, ld7 Cp7 Su ‘/157 Ae,tv AUH It7 ISa IT; }/67 Y’wa EIt7
5t7 57 5maz7 Aminy €max, Cun) Tuna Xuna Ter, )\wa mi, Tmax PSt07 Pst) Ncs)

donde
ee€{c,u,l}; te{0,00}; pecs}

8.2.2. Restricciones

Para el disenio de la viga mixta se han de considerar, entre otras, las siguientes restric-
ciones:

1. Restricciones geométricas e impuestas por el cédigo.
2. Restricciones asociadas a la probabilidad de fallo (una por cada modo de fallo).

3. Restricciones asociadas a los coeficientes de seguridad. Estan asociadas a cada uno de
los modos de fallo que se consideran (estados limites de servicio, dano y tltimo).

a) Estado limite de dano del hormigén a tiempo 0 y oo. El andlisis de este
modo de fallo se puede hacer considerando el ratio resistencia, esfuerzos actuantes

Je fe
o = TViE; 2 P € {000} (8.23)
EI

donde F, y F. son los coeficientes de seguridad asociados a cada una de las
condiciones.

b) Estado limite de dano de las alas superior e inferior de la viga de acero
a tiempo 0 y oo. Se considera el ratio resistencia, esfuerzos actuantes

Jy

> Fus t € {0,00) (8.24)
\ /O'Z,t + 372

Jy

,/Ugt + 372

donde Fo, Fyuco, Fro ¥ Froo son los coeficientes de seguridad asociados con estas
condiciones.

> Fy: t € 0,00} (8.25)
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¢) Estado limite de dano del alma de acero. En este caso se considera el ratio
resistencia cortante de acero, esfuerzo cortante actuante

fy fy
_ > F, 8.26
V32 Vi3 (8:26)
hwtw

donde F,, es el coeficiente de seguridad correspondiente.

d) Estado limite iltimo asociado al maximo momento flector resistido
por la seccién. El analisis de este modo de fallo se puede hacer considerando
el ratio maximo momento que resiste la seccién, momento actuante

> F, (8.27)
donde F}, es el coeficiente de seguridad asociado a este modo de fallo.

e) Estado limite dltimo asociado al maximo esfuerzo cortante resistido
por la seccién. El andlisis de este modo de fallo se puede hacer considerando el
ratio maximo esfuerzo cortante que resiste la seccién, esfuerzo cortante actuante

> F, (8.28)

donde F, es el coeficiente de seguridad asociado a este modo de fallo.

f) Estado limite de servicio de la méxima flecha en centro vano. El analisis
se puede hacer considerando el ratio maxima flecha permitida, flecha existente

5”(‘5” > Fy (8.29)

donde Fj es el coeficiente de seguridad asociado a esta condicion.

Dado que se tienen 10 modos de fallo diferentes, se define el conjunto Iy de modos de
fallo como

If = {57 €05 Cooy UD 5 Uco) Z07 6007 w,m, U}

La viga se considerara valida si los coeficientes de seguridad Fjy, Fy,, Fe, Fuys Fu., s
Foy, Fy, P, Fyy y F,, son mayores que los valores minimos requeridos.

Todos estos modos de fallo estan correlacionados porque tienen agentes comunes. Estas
correlaciones se observaran en la simulacién de Monte Carlo en la subseccion [8.2.7.

Obsérvese que solo se han considerado los modos de fallo més relevantes, pero hay otros
posibles; sin embargo, han sido ignorados por motivos de claridad.
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8.2.3. Funcion a optimizar

En esta seccién se calcula el coste total de construccion de la viga. Dado que se trata
de un ejemplo ilustrativo y con propésito de no complicar el problema en exceso, no se
considera el coste a largo plazo, ni mantenimiento, ni reparaciones.

Por tanto, se necesita calcular el peso total de hormigdn y acero, asi como el niimero de
conectores por unidad de longitud, y los rigidizadores del alma.

2.404 x 1079 2.404 x 1072
Coste = 10007 |byt - byt -
oste %[uu<cy+ (0’04_%)4)-1- ez(cy—l- (0,04_16[)4 ﬂ

2.404 x 10~ 2.404 x 1079
100075 | hutw | 4 trhyw(b — ty ——
O { v (Cy T 004- tw>4> s (be = o) <Cy 00— ) )]

+1000¢57s(As, + Asy) + cStdﬂ + cebete(be — bg)2
3
(8.30)

Como puede observarse en la ecuacién (8.30) el precio del acero tiene una penalizacién
en funcién del espesor, de tal forma que a mayores espesores, mayor coste. De esta manera
se tiene en cuenta el aumento de coste en manipular y cortar las chapas.

8.2.4. Distribuciones estadisticas del modelo

Disenar con métodos de nivel I y I1I implica la definicién de las propiedades estadisticas
de las variables aleatorias que intervienen.

Todas las variables estocdsticas son independientes, asi la transformacién de Rosen-
blatt es muy simple. La independencia entre los parametros geométricos, las propiedades
mecanicas y las fisicas es natural porque proceden de distintas fuentes. La hipdtesis de in-
dependencia entre las variables relativas a diferentes materiales parametros geométricos es
también bastante realista, aunque no supondria ningiin problema para el modelo considerar
la dependencia entre determinadas variables.

Es importante recalcar que la correlacién entre los diferentes modos de fallo proviene
del hecho de que tienen variables comunes. Asi, aunque las variables se consideren inde-
pendientes, los modos de fallo podran estar correlacionados. En otras palabras, la principal
fuente de correlacion entre modos de fallo procede de la dependencia en variables comunes
y no de la dependencia de las variables en si mismas.

Las hipdtesis de las distribuciones son:

1. Parametros geométricos. Las variables de disefio by, by, ty, te, hy, tw, di, d2, d3, As,,
Asyyhst v tr) se consideran deterministas e iguales a los valores de diseno clésicos
(con probabilidad uno). Esto se debe al alto control al que se someten estas variables
durante la construccién.

Las variables de disefio b, y t. se consideran normalmente distribuidas con media igual
al valor clésico y desviaciones tipicas de 0,01 m y 0,005 m, respectivamente. Se asume
que el control sobre los elementos de hormigdn es menor que el de las piezas de acero.
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2. Propiedades mecanicas de los materiales. La resistencia del hormigén, f., y las
resistencias del acero, fs y fy, se toman como normalmente distribuidas. Sus valores
medios se calculan a partir de los valores caracteristicos fex, fox ¥ fyk, y de sus coefi-
cientes de variacién vy, vy, y vy, (hay una probabilidad 0,95 de que el valor real sea
mayor que el caracteristico), respectivamente:

fck
pr— —————————— 8
'U/fc 1_1764'Ufc ka'+ 9
_ fsk
Hes 1—1,64vy,’
_ fykz
Kty 1— 164y,

Las variables wq, w, y ps se suponen normales independientes con valores medios dados
Hawgs Bw, Y Hp,, ¥ coeficientes de variacion vy, , vw, y vp,, respectivamente. Todas estas
variables toman sus valores caracteristicos para el diseno clésico.

3. Propiedades fisicas del material. Los pesos especificos del hormigén y del acero, v,
y s se consideran variables normales también. Sus medias y coeficientes de variacién
SON [ly,, [y, s Uy, ¥ Vs, , Tespectivamente. Estas variables toman sus valores medios para
el clasico.

8.2.5. Ejemplo numérico

El método propuesto en la seccién [7.4 ha sido implementado en GAMS (General Alge-
braic Modeling System) (véase Castillo, Conejo, Pedregal, Garcia y Alguacil [29]) para un
ejemplo concreto. Considérese la siguiente viga mixta:

L=30m pl=10m ep =2 es = 1,7

E; =210000 MPa ¢ =2 ry = 0,05 ro = 0,05 m

m =4 dst = 0,02 m ny =4 psk = 4 KN/m?
war = 40 KN/m wyr =600 KNy, =25 KN/m3;,  p,, =785 KN/m3;
pf, = 38 MPa fee =30 MPa  fg, =400 M Pa fyr =235 M Pa

vps = 0,3 Vd = 0,2 Uy, = 0,3 vy, = 0,1

vy, = 0,01 vy, = 0,03 vy, = 0,04 ¢y = 0,24 euros/N

cs = 0,063 euros/N cg = 1 euros ce = 60,1 euros/m?

donde todos estos valores son seleccionados por el disenador.
Se han utilizado los siguientes limites inferiores para los coeficientes de seguridad y para
los valores del indice de fiabilidad

Fs =1,0;Fg = Feoo = 1,15; Foyo = Fyoo = 1,15, Fyg = Fyoo = 1,15, F3, = 1,15, F, = F, = 1,3
(8.31)
y

Bs = 2,58; Beo = Beoo = Buo = Buce = Bro = Broo = Buw = 3,29; Bm = By = 3,72 (8-32)
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correspondientes a probabilidades de fallo de 0,5 x 1072, 0,5 x 10~* y 10™%, respectivamente.
Obsérvese que la ‘violacién’ de los estados limites con mayores consecuencias negativas en
caso de fallo estdn asociados a menores probabilidades de fallo.

La tabla 8.7/ muestra la convergencia del método, que con la tolerancia exigida se alcanza
tras 8 iteraciones. La columna de la primera iteracién muestra los valores iniciales de las
variables de diseno, los valores actuales de los coeficientes de seguridad y los valores de los
indices de fiabilidad () asociados con el diseno éptimo para los coeficientes de seguridad en
(8.31)). Obsérvese que sdlo las restricciones Fs = 1,0 y Fyoo = 1,15 (en negrita el la tabla8.7)
son activas. Y que la restriccién asociada a (5 (en negrita el la tabla8.7) no se satisface. Por
tanto los limites inferiores de los coeficientes de seguridad son actualizados para la segunda
iteracién. Se pueden hacer comentarios similares para la segunda columna. En cambio, en
la iteracion 3 la restricciéon que no se satisface es la (5. Por lo tanto, se requieren més
iteraciones hasta que la solucion converge de forma que todas las restricciones se cumplen.

La tltima columna de la tabla muestra los valores 6ptimos de las variables

bC7 bU7 bfv tm tua tfa trv h”w7 t’w’ hsta A817A827 dla d27 d37

junto con los coeficientes de seguridad y valores del indice de fiabilidad () asociados.
Los valores activos en la solucién final aparecen subrayados en la tabla 8.7, de la cual
se pueden extraer las siguientes conclusiones:

1. El proceso converge tras 8 iteraciones.

2. Se obtiene un listado con los coeficientes de seguridad reales y los indices de fiabilidad
asociados a cada modo de fallo.

3. onicamente el coeficiente de seguridad Fy., es activo.

4. Debido a la restriccién impuesta por el estado limite de servicio, el tinico limite pro-
babilista activo es [;.

5. El disenio final (iteracién 8) es més caro que el inicial, ya que el primero no satisfacia
la restriccion asociada al Gs.

En la subseccion 8.2.7/ se puede obtener més informacién, ya que las restricciones activas

estdn marcadas con el signo “e”.

8.2.6. Simulacién.

Para estimar la probabilidad de fallo global de la estructura, comprender mejor la inter-
accién y correlacion entre los distintos modos de fallo, y estimar las probabilidades de fallo
de cada combinacién de modos de fallo, se ha realizado una simulacién de Monte Carlo con
107 réplicas, determinandose las probabilidades de fallo de cada uno de los modos de fallo.
Los resultados se presentan en la tabla [8.8.

La probabilidad de exceder la méxima flecha permitida en centro luz es 0,50564 x 1073,
muy similar a la obtenida mediante la aproximacién FORM. Las probabilidades asociadas
a estado limite de dafio y tltimo son 1,7 x 1076 y 0, respectivamente. Cabe senalar que las
situaciones en las que se producen danos, se excede siempre la maxima flecha permitida.
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Cuadro 8.7: Tlustracién del proceso iterativo. Los valores de diseno finales aparecen en
negrita.

ITERACIONES
Variable | Unidades 1 2 3| 8 (fin)
Coste euros 1212.4 | 1218.2 | 1220.1 | 1221.1
be m 2.500 | 2.500 | 2.500 | 2.500
ba, m 0.441 | 0.442 | 0.442 | 0.442
b m 0.441 | 0.442 | 0.442 | 0.442
te em 27.95 | 28.57 | 28.78 | 28.88
tu em 0.88 0.88 | 0.88 0.88
t em 2.11 2.10 2.10 2.10
I m 1.972 | 1.974 | 1974 | 1.975
tw em 1.60 1.61 1.61 1.61
gt em 8.00 8.00 8.00 8.00
ty em 0.80| 0.80| 0.80 0.80
Asy em? 6.29 6.43 6.47 6.50
Assy cem? 6.29 6.43 6.47 6.50
di em 11.37 | 11.40 | 11.41 | 11.41
do em 5.00 5.00 5.00 5.00
ds em 1831 | 17.92 | 17.79 | 17.72
Fy — 1.00 1.01 1.01 1.02
Fu - 3.60 3.62 3.63 3.63
Froo - 4.86 4.90 | 4.91 4.92
Fyo - 9.66 9.99 | 10.11 | 10.17
Fooo - 3.05 3.12 3.14 3.15
Fio - 1.26 1.26 1.26 1.26
Floo - 1.15| 1.15| 1.15 1.15
F, - 4.18 416 |  4.16 4.15
F,, - 1.80 1.80 1.80 1.80
F, — 2.63 2.62 2.62 2.62
Bs — 2.44 | 2.53| 2.56 2.58
Beo - 6.40 6.41 6.41 6.41
Beoo - 6.78 6.78 6.79 6.79
Buo - 29.18 | 29.36 | 29.42 | 29.44
Buco - 18.37 | 18.68 | 18.79 | 18.84
Bio - 5.82 5.82 5.82 5.82
Bico - 4.63 4.63 | 4.64 4.64
Buw - 23.07 | 23.04 | 23.03| 23.02
B - 7.12 7.12 7.12 7.12
By - 19.32 | 19.28 | 19.26 | 19.26
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Cuadro 8.8: Resultados de la simulacién de Monte Carlo para 107 realizaciones.

Prob. of failure (x10~%)

Tipo de fallo | Frecuencia Montecarlo FORM

5 50564 0,50564 x 1073 | 0,50011 x 1073

co 0 0 7,152 x 1011

Coo 0 0 5,66658 x 10712

ug 0 0 0

Uso 0 0 0

o 0 0 3,0018 x 107

lso 17 1,7 x 1076 1,78201 x 1076

w 0 0 0

m 0 0 5,5117 x 10713

v 0 0 0

Cuadro 8.9: Sensibilidades al coste con respecto a los datos en el ejemplo ilustrativo del

muro.
dst L 1 T9 pl p ep ew 10}
-2257.21 | 25.73 | 0.00 | 0.00 | 79.28 | -276.31 | 128.38 | 154.81 | 98.21
E; m Jek [k fyk Cy Cs cst Ce
98.21 0.00 | 0.36 | 0.00 | 0.45 | 4054.13 | 102.03 | 22.57 3.06
P Pps | Pw, | Hf. | Hf, K, e P F
1.85 98.26 | 0.64 | -2.12 | 0.00 0.00 4.02 13.21 | 537.34
Foo | Foo | Fup | Fur | Fio | Fr. | Fu | Fum | Py
0.00 0.00 | 0.00 | -0.09 | 0.00 | 132.79 0.00 0.00 0.00

8.2.7. Estudio de sensibilidad en el ejemplo numérico

Las sensibilidades para el ejemplo numérico de la viga se dan en las tablas 8.9/ y [8.10L
La tabla [8.9 muestra las sensibilidades al coste asociadas al diseno clasico. Y nos permite
conocer cémo influyen los cambios en los pardmetros en el coste total 6ptimo de la viga
mixta. Esta informacién es extremadamente ttil durante el proceso de construccion para
controlar el coste, y como influyen en el coste los coeficientes de seguridad globales. Por
ejemplo, un cambio de un euro en el coste unitario c¢s del acero, produce un incremento de
coste de 102,03 euros por metro lineal de viga (véase la entrada correspondiente en la tabla
8.9). De forma similar, un incremento en el limite inferior del coeficiente de seguridad F
no cambia el coste, lo cual es légico ya que F.y no estd activo en la solucion final, y un
incremento de una unidad en la longitud del puente supone un aumento de coste de 25,73
euros por metro lineal.

La tabla 8.10/ muestra la sensibilidades asociadas a los valores de 3. Es muy 1til conocer
la influencia de los parametros en la seguridad asociada a cada uno de los modos de fallo,
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y saber cémo varia el indice de fiabilidad cuando alguno de los pardmetros cambia en
una unidad. Con esta tabla, el disenador puede analizar la influencia de la calidad de los
materiales (reducidas desviaciones tipicas en f. o fy) o la precisién en la determinacién de
las acciones de proyecto (reducidas desviaciones tipicas en v,, 0 vy,) en la seguridad de
la viga. Observesé que un aumento en la dispersién de las variables (desviaciones tipicas
o coeficientes de variacién) supone una disminucién de los indices de fiabilidad § y por
consiguiente un aumento de la probabilidad de fallo.

8.2.8. Restricciones del ejemplo de la viga

En este apartado se da una descripcion detallada de cémo se han obtenido las restriccio-
nes asociadas a la viga. Las restricciones de desigualdad activas para el ejemplo numérico
Wa?,

de la subseccién [8.2.6] estan senaladas con el signo “e”: si no, son inactivas. La lista de
variables auxiliares utilizadas se da en la subseccion 8.2.9.

Propiedades mecanicas y geométricas de los elementos

En esta apartado se dan los detalles relativos a caracteristicas mecanicas y geométricas.
Modulo de elasticidad del hormigén a tiempos 0 y oo:

Ey = 10000y, (8.33)
Ey

E. = 8.34

o0 1+ ¢ (8:34)

Secciones transversales (medidas como drea de acero equivalente):

beto B
Aoy = o ! (8.35)
Aur = byty (8.36)
Ay = bety (8.37)
Ay = hyty (8.38)
Coordenadas de los centros de gravedad de cada uno de los elementos que conforman la
viga:
Yo = t/2 (8.39)
Yo = te+ty/2 (8.40)
Vi = tetty+ ho+te)/2 (8.41)
Y = te+ty+hy/2 (8.42)
Momentos de inercia (medidos como area de acero equivalente):
bt E,
I L 4
¢ 12F. (8.43)
byt bt3  t,hd
I, u 2004 e (8.44)

12 12 12
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Cuadro 8.10: Sensibilidades %ii, con respecto a los datos x, en el ejemplo ilustrativo de la
viga.

9Bs 9Be0 9Beoo 9Buo 9Buco 9B Breo 9w 9Bm 9By

x O oz oz oz oz oz oz oz oz oz

l -0.29 | -0.08 | -0.06 | -0.23| -0.74| -0.73| -0.70| -0.24 | -0.03 | -0.39
r1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | -0.02 0.00
79 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 0.00
pl 0.39 0.06 0.04 0.32 0.72 0.59 0.55 0.56 0.02 0.93
np 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
e | -1.72 -019 | -0.14 | -1.39 | -2.89 | -2.21 | -2.02| -223| -0.06 | -3.76
ey | -2.20 | -0.19| -0.14| -0.62| -2.38| -2.01| -18 | -1.99| -0.06 | -3.33

10} -1.46 0.00 0.10 0.00 | -4.04 0.00 | -0.45 0.00 0.00 0.00
Hwy | -0.01 | -0.01 0.00 | -0.01 | -0.05| -0.05| -0.05| -0.04 0.00 | -0.06
Mp, | -1.40 | -0.12 | -0.09 | -0.39 | -1.51| -1.28 | -1.18 | -1.26 | -0.04 | -2.11
Haw, | -0.01 0.00 0.00 | -0.01| -0.01| -0.01] -0.01] -0.01 0.00 | -0.02
ff, 0.03 0.03 0.03 0.05 0.11 0.01 0.01 0.00 0.02 0.00
ffs 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
K, 0.00 0.00 0.00 0.02 0.06 0.05 0.05 0.05 0.00 0.05
M~ | -0.04 | -0.02 | -0.01| -0.03| -0.10| -0.13 | -0.13 | -0.10 | -0.01 | -0.15
JT 0.00 0.00 0.00 0.00| -0.01| -0.01| -0.01 0.00 0.00 | -0.01
Hbe 0.00 0.00 0.00 0.22 0.00 0.00 0.00 0.00 0.10 0.00
Wee | 12.24 1.05 1.14 | 27.04 | 48.14 | -3.02 | -2.22| -8.10 0.32 | -12.54
. | -0.08 | -0.04| -0.03| -0.57| -2.69| -1.60 | -1.32 | -2.25| -0.01 | -4.00
Up -4.46 | -0.15| -0.09 | -1.95| -9.23 | -549| -4.52| -7.74| -0.02 |-13.74
U -3.95| -0.20| -0.12 | -6.44 |-14.02 | -7.71| -6.34 | -10.71 | -0.03 | -19.02
vy, 0.00 | -49.11 | -52.46 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | -55.47 0.00
vf, 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
vf, 0.00 0.00 0.00 | -871.1 | -319.3 | -35.75 | -24.48 -544 | -0.01 | -245.1
Uy 0.00 0.00 0.00 | -0.01| -0.04| -0.02| -0.02| -0.03 0.00 | -0.06
Vs, -0.24 | -0.12| -0.07 | -1.42| -6.57| -462| -3.80| -6.70 | -0.02 | -12.00
Obe 0.00 0.00 0.00 | -0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
o | -1.93 | -0.04 | -0.04 | -107.6 | -218.3 | -0.27 | -0.11 | -7.55 0.00 | -15.14
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Centro de gravedad de la seccién transversal incluyendo todos los materiales:

Z Ae tYVe + Awa
= !
Vi S Ao+ Ay (8.45)
Rigideces:
El; = E; (It F I+ Y At (Yo = Vi)’ + Aw(Ya — W)2> (8.46)
Flechas en centro luz (asumiendo la presencia de apeos durante la construccién):
0 = doo— 00 (8.47)
éstas se calculan mediante la férmula:
L2 (wy + 1g + 54) (L — x)2? + Cpa?
bo0 = 2 = P—d 8.4
/0 4000E T v (8.48)
Y L/2 2
(w1 +1lg)(L —x)x
0o =2 d A4
0 /0 4000E1, v (8.49)

La figura 8.11] muestra los momentos tltimos resistidos por la seccién (M,,) para di-
ferentes posiciones de la fibra neutra. Este momento se calcula usando las ecuaciones de
equilibrio de fuerzas y de momentos donde se utilizan las siguientes variables intermedias
Cun, Tun 'y Xun (véase la figura 8.12)). El conjunto n se utiliza para definir los intervalos en
los que puede situarse la fibra neutra: n = {1,2,3,4,5}.

Las tensiones, en las posiciones u y £ en el tiempo ¢, en el centro de la viga son:

MC(W - tc)Es

T = (8.50)
Mc(te + tw + hy +t; — Vi) E
ot = ( El, 0 (8.51)
Ve
[ 8.52
T ot (8.52)

Acciones sobre la viga

En este caso se considerara el peso muerto de la viga, una sobrecarga uniformemente
repartida sobre el tablero (ps), una carga en faja repartida en todo el ancho del tablero (wy)
y una sobrecarga puntual (wp).

El peso por unidad de longitud correspondiente a la viga es

w1 = Yebete + Vs [butu + bete + Ryt + (b — tw) Rty ] (8.53)
y la parte proporcional de la carga en faja es (véase la figura 8.13)

1, = Wabe (8.54)
D
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Nivel 1 0.85 f; Nivel 2 Nivel 3

P . 085fc [ 085fc
X, Is = " S 7 : S
fs — v X fs
— —3 o
My, My, M5
fy fy fy
Nivel 4 L 085E Nivel 5 0.85 f¢
7 e le—| 7 <S— —|
x, fs < fg te—
—— X —
|
| £ <_‘
—
— Mu4 £ MUS
— y
—
—
fy fy

Figura 8.11: Posiciones posibles del eje neutro de plastificacién de la seccién.

.E.
>
HR Y
I
AlA

n )Mu

Figura 8.12: Plastificacién por flexion.
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Sobrecarga //

uniforme /1
Ps /1

Carga en faja wy

| ll |} Caramind
| ZZ/ZWZZ/ZWZ/

Figura 8.13: Cargas consideradas que actian en el puente mixto.

la parte proporcional de la carga puntual considerando el factor de excentricidad (e,) para
tener en cuenta la existencia de ny vigas es
wpbcep
Cp=—" (8.55)
Ppe
v la parte proporcional de la sobrecarga uniformemente repartida considerando el factor de

excentricidad (es) es
Su = Psbees (856)

Por tanto, los momentos flectores y esfuerzos cortantes actuantes tanto en centro luz
como en los apoyos son

(w1 + g+ SU)L2 CpL

M. = 8.57
8000 T 3000 (8:57)

My, = 0 (8.58)
CP

Ve = 2000 (8.59)
(w1 + g+ sy)L Cp

Vs 2000 1000 (8.60)

Restricciones adicionales

Para simplificar se asume un puente esbelto, es decir,

l
P <o1L (8.61)

ny
y que el hormigdn trabaja a compresion

Vi > te; t € {0,00}. (8.62)
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Adicionalmente, para facilitar el refuerzo del alma, se impone
o b, <b (8.63)
' [
p
be = — 8.64
z (5.64)
Requerimientos del cédigo
Las siguientes restricciones estan fijadas por el cédigo espaol.
La anchura de acero debe satisfacer
€maz = 0,150m  if  f,r = 235M Pa (8.65)
€maz = 0,084m if f . = 275M Pa (8.66)
emaz = 0,038m if  fr = 355M Pa (8.67)
0,008 < ty < emaz (8.68)
0,008 < ty < emaz (8.69)
0,008 < ty < emaz (8.70)
e 0,008 < tr < emaz (8.71)
0,180 < ¢, (8.72)
by < 30t (8.73)
La cantidad minima de armadura es
e A;, > 0,0009b.t. 8.74)
e Ay, > 0,0009b.t. 8.75)

Estado limite de deformaciones del alma

que cumplir las siguientes restricciones:

: para evitar la abolladura del alma se tienen

P E;
— < 0,55—VK (8.76)
tw Ty
h 355

e Y < 100,/== (8.77)
tw fy

donde K = hwtw.
buty

Restricciones asociadas a los conectores

Un correcto diseno de los conectores requiere que se cumplan las siguientes restricciones

geométricas:

o 4dgy
d3

hst S 0775tc
5dst
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SI1iA

L ]

Figura 8.14: Tlustraciéon del fallo de los conectores debido al hormigén circundante.

25dy < dy<08m (8.80)
dy — 0,05m (8.81)
dy < 08m (8.82)
dy < 2,5, (8.83)
dim—1) = by—2ds (8.84)
2t > ds 2% (8.85)
S5t > dyy) L (8.86)
235

9, > do v 8.87
235

Para evitar el fallo debido al hormigén que rodea a los conectores se ha de cumplir (véase
la figura [8.14).
d3

1.25 V chc > Ncsd3/(mL/2) (888)

y para evitar el fallo directo de los conectores

e 0,6 x0,29

d2
4 St > N, L/2 .
0,8 % 507r4 <125 = ds/(mL/2) (8.89)
donde
Ncs = 0785fcbctc + (Asl + ASQ)fS (8-90)

Restricciones asociadas al refuerzo del alma

Para el diseno del refuerzo del alma se han utilizado las siguientes restricciones:

1 12
I —trbi+30‘” 35

12 12\ 7

ho [tw — 75 15 Rt
> — —_ 7’“} N = .
o I, > {1 + 2 ( o ﬂ <2lhw hw> o0 0,3 (8.92)

(8.91)
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I,

60¢,

Restricciones

Y

By \
15(=2
5(5)

> by —tw

asociadas a las soldaduras de las chapas

Para una correcta soldadura entre chapas se ha de cumplir que:

tw — 0,01
t, > 0,008 4+ ————
* w2 Tt
tw — 0,008
< 1+ —
tp < 0,01+ 5

Maximos esfuerzos cortantes

Finalmente,

las restricciones por esfuerzo cortante son:

Ter = 5,34E,0,9(ty/hy)?

fy
\/chr

my = exp(—0,227086)2)

- . mtfy
maxr —

V3
Vinae =  Tmazhwtw

8.2.9. Notacion

1. Datos

a) Constantes de diseno

L:
pl:
dst:
r1:
ro:
Ny
m:

longitud de vano (m).

ancho de plataforma (m).

didmetro del conector (m).

recubrimiento inferior de la armadura (m).
recubrimiento superior de la armadura (m).
numero de vigas de acero.

numero de conectores por fila (m).

b) Propiedades de los materiales

fck:
fok:
fyk3
Ey:

resistencia caracteristica del hormigén (MPa).
resistencia caracteristica del acero para armaduras (MPa).

resistencia caracteristica del acero estructural (MPa).

modulo de elasticidad del hormigén a tiempo ¢ € {0,000} (MPa).

227

(8.93)
(8.94)

(8.95)

(8.96)

(8.97)
(8.98)

(8.99)
(8.100)
(8.101)
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c)

)

e)

E:
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moédulo de elasticidad del acero (MPa)..

¢: coeficiente de fluencia del hormigén.

v: moédulo de Poisson.

Propiedades estadisticas

Hawg:
Hawy,
Hops
Hofe
Hofs:
Fefy:
Hoye:
Hys
Uyt
Uy
Up,:
Vf,:
vy,
(%
Vny,

c

Uryi

s

valor medio de wy.
valor medio de wy,.
valor medio de ps.
valor medio de f,.
valor medio de fs.
valor medio de f,,.
valor medio de 7,.
valor medio de ~s.
coeficiente de variacién de wy.
coeficiente de variacién de wy,.
coeficiente de variacién de ps.
coeficiente de variacién de f..
coeficiente de variacién de fs.
coeficiente de variacién de f,,.
coeficiente de variacién de ~..
coeficiente de variacién de ;.

Datos relativos a las sobrecargas

ep:

es:

coeficiente de excentricidad de la carga puntual (adimensional).

coeficiente de excentricidad de la sobrecarga uniformemente repartida (adi-
mensional).

Limites inferiores de los coeficientes de seguridad.

0.
FCO-
0 .

Fcoo'

FY:
FSOO:
FZ%:
FEOO:
FY:
FY.
FB:

coeficiente de seguridad asociado al hormigén en el centro de la viga a tiempo
0.

coeficiente de seguridad asociado al hormigén en el centro de la viga a tiempo
00.

coeficiente de seguridad asociado al ala superior de acero a tiempo 0.
coeficiente de seguridad asociado al ala superior de acero a tiempo oc.
coeficiente de seguridad asociado al ala inferior de acero a tiempo 0.
coeficiente de seguridad asociado al ala inferior de acero a tiempo oo.
coeficiente de seguridad asociado al alma.

coeficiente de seguridad asociado al momento tltimo resistido por la seccion.
coeficiente de seguridad asociado al cortane ultimo resistido por la seccion.

Datos relativos al coste

Ce:

Cs:

coste por metro ctibico de hormigén (euros/m?).
coste por Newton de acero para armaduras (euros/N).
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CyZ

Cgt
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coste por Newton de acero estructural (euros/N).
coste por conector (euros).

2. Variables

a)

wy:
Wp:
Ps:
Je:
s
f y-
Vet
Vst
Variables auxiliares o intermedias

Variables de diseno
be:

: espesores o altura del elemento e € {c,u,f} (m).

anchura del elemento e € {c,u, ¢} (m).

: altural del alma de acero (m).

: espesor del alma de acero (m).

: separaciones entre conectores 1,2,3 (m).

: armadura en la parte inferior de la losa de hormigén (m).
: armadura en la parte superior de la losa de hormigén (m).
: altura del conector (m).

: espesor o altura del refuerzo del alma (m).

Variables aleatorias

carga muerta (en faja) actuando sobre el ancho de plataforma (KN/m).
sobrecarga (carga puntual) (KN).

sobrecarga por unidad de superficie (KN/m?).

resistencia del hormigén usada en los célculos (MPa).

resistencia del acero para armaduras usada en los calculos (MPa).
resistencia del acero estructural usada en los calculos (MPa).

peso especifico del hormigén usado en los calculos (KN/m?).

peso especifico del acero (kN/m?).

. esfuerzo cortante en la posicién p € {c, s} (KN).

. tensiones normales en la posicién e € {c,u, ¢} a tiempo t € {0,00} (MPa).
. tensién tangencial del alma en la posicién p € {¢, s} (MPa).

: momento en la posicién p € {¢, s} (MN.m).

: momento ultimo resistido por la secciéon cuando se asume que la fibra neutra

estd en la posiciéon n € {1,2,3,4,5} (MN).

: méximo esfuerzo cortante soportado por el acero estructural (MN/m?).
: peso total de la viga por unidad de longitud (KN /m).

: carga muerta actuando sobre todo el ancho de la viga (KN/m).

: carga puntual actuando sobre la viga (KN).

: sobrecarga actuando sobre la viga por unidad de longitud (KN/m).

: situacién del centro de gravedad de la viga a tiempo ¢ € {0,000} (m).
Ay
: 4rea del alma (m?).
I;:

drea de hormigén en la posicién e € {c,u, £} a tiempo t € {0,000} (m?).

momento de inercia de la losa de hormigén a tiempo t € {0,000} (m*).
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Omaz:
Amin:
Emazx-

Cun:
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: momento de inercia del alma (m?).
: momento de inercia del refuerzo del alma (m*).
: coordenada del centro de gravedad de la losa de hormigén en la posicion

e € {c,u,l} (m).

: localizacién del centro de gravedad del alma de acero (m).
: rigidez del hormigén a tiempo ¢ € {0,00} (MNm?).
: flecha de la viga en centro luz a tiempo t € {0,000} (m).

flecha de la viga en centro luz a tiempo oo tras sustraerla la flecha a tiempo
0 (m).

flecha maxima permitida en centro luz (m).

cuantia minima de armadura (m?).

espesor maximo de las chapas de acero (m).

esfuerzo de compresion cuando se asume que la fibra neutra esta en la posi-
cién n € {1,2,3,4,5} (MN).

: esfuerzo de traccién cuando se asume que la fibra neutra esta en la posicion

ne{1,2,3,4,5} (MN).

: posicion actual del eje neutro cuando se asume que la fibra neutra esta en la

posicién n € {1,2,3,4,5} (MN).

: maxima tensién tangencial soportada por el alma de la viga (MPa).
: coeficiente auxiliar parta calcular la maxima tension tangencial soportada

por el alma.

: coeficiente auxiliar parta calcular la méxima tension tangencial soportada

por el alma.

: maxima tensién tangencial soportada por el acero estructural (MPa).
: maxima fuerza soportada por los conectores (MN).
: méxima fuerza soportada por la losa de hormigén (MN).
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8.3. Dique en Talud de Escollera

En esta seccién se describe con detalle el cdlculo de un dique en talud basado en técnicas
probabilistas. Existen en la literatura trabajos basados en técnicas de optimizacion y en
coeficientes de seguridad, o en probabilidades de fallo (véase por ejemplo, USACE, PIANC,
IWR, etc.). Incluso Vrouwenvelder [168] propuso una combinada aplicada a la calibracién
de cédigos.

En el Manual de Ingenieria Costera de la USACE (U.S.A Corps of Engineers) y en
el resultado final del proyecto MAST III (Marine Science and Technology Programme),
‘Probabilistic Design Tools for Vertical Breakwaters’ de la Unién Europea (1996-1999), se
incluyen aspectos sobre el modelado fisico de los procesos relevantes que afectan a este tipo
de estructuras, considerando los aspectos estadisticos de las variables que intervienen. Se
proponen dos métodos alternativos: el primero en el que se propone un procedimiento de
optimizacion para el cdlculo del nivel de seguridad 6ptimo, y el segundo basado en una
aproximacion clasica mediante coeficientes de seguridad. La metodologia presentada en este
ejemplo puede considerarse una continuacion de las investigaciones llevadas a cabo por el
USACE y el MAST III, en la que se combinan las dos metodologias prevaleciendo la mas
restrictiva.

El disefio paramétrico del dique se muestra en la figura [8.15, mientras que el listado
de todas las variables y parametros que intervienen se da en la subseccién [8.3.8. Obsérvese
que todos estos parametros definen geométricamente los diferentes elementos de la seccion
transversal del dique y deben definirse en los planos constructivos del proyecto. El objetivo
del presente ejemplo es lograr un diseno éptimo desde el punto de vista econémico, sujeto a
un conjunto de restricciones que garantizan la seguridad de la estructura con respecto a los
modos de fallo considerados, con una perspectiva clasica, es decir, mediante la utilizacion
de coeficientes de seguridad y desde la 6ptica del disefio probabilista. Para lograr un disenio
optimo desde el punto de vista econémico deberian considerarse los costes de construccion,
mantenimiento, reparacién, paradas operativas, desmantelamiento al final de su vida 1til,
etc.; sin embargo, para simplificar el problema y su exposicién, se ha limitado el presente
estudio al coste constructivo.

8.3.1. Clasificacién de las variables y modos de fallo considerados

El conjunto de variables de disefio (X7, ...,X,) se dividird de forma detallada en los
cinco subconjuntos siguientes (véase la Subseccién 8.3.8 para la notacién):

d: Variables de disefio a optimizar.

d=(a,b,c,d, e, F, f,n,p,q,r s,t,apas)
n: Conjunto de parametros dato utilizados en el diseno clasico.

N = (Cat; Ce, Ceos Cut, Dy, G5 Yes Vss Yuw)

¢: Variables aleatorias bésicas usadas en los modelos probabilistas.

¢ = (Hsa AT? Aua BTa Bu7 Cf7 H> Ta e, hla h2)
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Figura 8.15: Parametrizacién del dique en talud usada en el ejemplo ilustrativo.

Kk: Pardmetros estadisticos que definen la variabilidad y dependencia de las variables
aleatorias.

k= (D,va,, UB,» UCss HArs BBy HAyy BBy HC ¢y Ppes Bhys Bhoy O Ay OBy Opes Ohys Ohs)

1: Variables auxiliares o no basicas cuyos valores se obtienen a partir de las variables
pertenecientes a los conjuntos (d, 7, ¢) mediante alguna férmula.

w — (A07FhaFv7]T7[T07L7€7€6aP507R7 RU7507‘/;27VY17‘/27‘/37WWth)Oév)V(be)

Para el presente estudio sélo se han considerado como variables aleatorias las basicas ¢ y
las correspondientes no bésicas, es decir que todas las variables 1) que se obtienen mediante
alguna férmula, la cual contiene una variable aleatoria, serd considerada aleatoria.

Aunque para el estudio de un dique en talud se pueden y deben considerar modos de fallo
tales como, por ejemplo, estabilidad de las piezas de los mantos, estabilidad del ntucleo, fallos
geotécnicos, etc. Solo se consideran en este ejemplo tres modos de fallo, que se incluirdn
en el procedimiento de optimizacién: (1) rebase, (2) estabilidad del manto pricipal y (3)
deslizamiento del espaldoén.

Algunos de los modos considerados estdn correlacionados, debido a que poseen agentes
comunes, o porque la ocurrencia de alguno de ellos puede inducir a otros. Asi por ejemplo
el hecho de que se produzca una extraccion de las piezas del manto principal, favorece la
extraccion de las piezas del manto secundario y posteriormente el nicleo, y puede dar lugar
a una socavacion progresiva que lleve a la ruina total del dique. En este ejemplo sélo se
considerard la correlacion debida a agentes comunes, ya que la interaccién es complicada y
aun no se comprende de forma adecuada, seguramente ésta serd un area de investigacién
muy activa en un futuro préximo. Por tanto la fiabilidad calculada serd una estimacion
incompleta, no porque la metodologia empleada no pueda tenerla en consideraciéon, sino
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por la falta de informacion adecuada. Las necesidades proyectistas del futuro requerirdan un
gran trabajo experimental en este campo.

Estrictamente hablando, algunos de los modos de fallo considerados, tales como la ex-
tracién de piezas del manto, o el rebase, no se corresponden con la definicion clasica de
fallo estructural (colapso de la estructura), ya que por un lado, el manto es una estructura
granular donde la conectividad y transmision de esfuerzos se produce por la friccién y el
grado de acoplamiento intergranular, y por otro, en el caso del rebase, no sélo importa si se
produce o no, sino el volumen de agua que sobrepasa la coronacién. Asi pues, estos modos
de fallo estan relacionados con unos criterios preestablecidos o umbrales, que nos dan una
indicacion sobre la resistencia residual de la estructura antes del colapso. Por tanto como
otras muchas disciplinas de la ingenieria civil, la ocurrencia de fallo no necesariamente sig-
nifica que la estructura haya colapsado, sino que responde a otros criterios como que su
resistencia se ha visto consirablemente mermada, o que se ha reducido considerablemente
la funcionalidad para la que fue disenada.

Para el caso de diques en talud, hay al menos tres criterios de fallo posible: inicio de
averia, averia de Iribarren y destruccion, (véase Losada, 1990 para una discusiéon completa).
Un desplazamiento de las piezas del orden de un 2-5% es un criterio tipico para considerar
inicio de averia. La eleccién de uno u otro criterio para el diseno, depende de varios factores,
entre ellos, la capacidad o incapacidad de poder efectuar reparaciones cuando sea preciso,
las consecuencias ambientales y econémicas del fallo, etc.

Rebase. Para un dique en talud de pendiente tanas y francobordo Fg, (véase la figura
8.15), y para una altura de ola H y un periodo T' dados, el volumen de agua que sobrepasa la
estructura puede estimarse del volumen de agua que sobrepasaria el nivel del francobordo,
si el talud fuera indefinido. Con esta aproximacién, el rebase se produce siempre que la
diferencia entre la méxima cota alcanzada por el agua en el talud imaginario, llamada
run-up (R,,), exceda el nivel del francobordo F..

Losada (1990) propuso la siguiente ecuacion de verificacién basada en la experimentacién
para evaluar el término adimensional R, /H:

Ru _ _ ,Bulr
<7 = Au (1 —ePulr) (8.102)

donde A, y B, son coeficientes que dependen del tipo de piezas del manto e I,. es el niimero

de Iribarren .
I = 209 (8.103)

VH/L
donde L es la longitud de onda de la ola y «a; es el angulo del talud de barlovento.
Bajo tales condiciones, la ocurrencia de fallo se puede comprobar con la siguiente
ecuacion de verificacion:

Fe
R, > F, (8.104)
donde Fj, es el coeficiente de seguridad al rebase.

Obsérvese, que para clarificar y simplificar el problema, la ecuacién de verificacién
(8.104) sélo indica si se produce o no rebase, para un estudio adecuado deberia calcu-
larse el volumen de agua que sobrepasa la estructura, ya que el nivel de dafio en el intradés
del espaldén depende de esa cuantia.
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Estabilidad del manto principal. Este fallo hace referencia a la extraccion de las piezas
(cubos, escollera, dolos, ...) del manto principal. Basdndose en resultados experimentales,
Losada (1990) propuso la siguiente ecuacién de verificacién para evaluar el término adimen-

sional m
w
Yo H?
donde ,, es el peso especifico del agua, @, es la funcién de estabilidad, R es una constante
adimensional, que depende de v, y Yw, vy W es el peso individual de los bloques, que estan
dados por

~ RO, (8.105)

W = 0 (8.106)
R = %“’3 (8.107)
Ge1)
Yo
®, = A(I, — I,) exp|Br(I, — I,,)] (8.108)
I, > I, (8.109)

donde 7, es el peso especifico del hormigén (cubos), £ es la longitud caracteristica del lado del
cubo (se supone que el manto principal esté constituido por dos capas de bloques ctibicos),
y la expresién (8.109) define el rango de validez del modelo,

I, = 2,656 tan oy, (8.110)

y A, y B, dependen de cot a; por medio de las expresiones experimentales
A, = 0,2566 — 0,177047 cot as + 0,0342933 cot? o, (8.111)
B, = —0,0201 — 0,4123 cot as + 0,055 cot? as (8.112)

que son validas siempre y cuando se cumpla que 1,5 < cot ag < 3.
Bajo tales condiciones, la ocurrencia de fallo por extraccién de piezas del manto puede
determinarse mediante la ecuacion de verificacién:

w
—— > F 8.113
’waCI)eH3 - ( )

donde Fj es el coeficiente de seguridad a fallo del manto principal.

Deslizamiento del espaldén. Este fallo ocurre cuando el espaldén desliza sobre su base
por efecto de la presién del agua. Se produce cuando se cumple la siguiente ecuacion de
verificacién (véase la figura [8.16(b))

pe(Wr — F,) = F, (8.114)
donde . es el coeficiente de rozamiento al deslizamiento, y (véase Martin et al. (1999)):
F, = (So— Ac)PSO + (Wf + Ac))\PSO (8.115
1
F, = APse 8.116

(
Wi = Veye — Wieyw (8.117
(

)
)
)
8.118)

V. = pqg+se



8.3. DIQUE EN TALUD DE ESCOLLERA 235

=
Fy
I ———
e Ly ____
W |
g |
F Fy

(a) (b)

Figura 8.16: Fuerzas que actian sobre el espaldéon y que pueden producir el deslizamiento
con respecto a su base.

donde F} y F), son la fuerza total horizontal y vertical debido a la presion del agua, Sy es
el nivel de agua que alcanzaria la ola debido al run-up si el talud fuera indefinido, A, es la
cota a la que estd situada la berma, Pg, es la presion que ejerce la ola sobre el espaldén, Wy
es la profundidad de agua a la que estd sumergido el espaldén, e es el ancho del espaldén,
Veve es el peso total de hormigén del espaldén, y Wi es su peso actual (parte seca y parte
sumergida).

Para el caso en el que I, > 2, las presiones que actian en el espaldén al nivel z son
(véase la figura 8.16)):

B >\P5’0 if 2z <A
Py(z2) = { P if s A (8.119)
donde
I, > 2 (8.120)
Ps, = av,So (8.121)
Ac
So = H <1 — Ru> (8.122)
R 2
a = 20y (; cos a3> (8.123)
d
A = 08exp <—10,9L> (8.124)
27\ 2 2m 2 Dwy,
<T> = 97 tanh ( 7 > (8.125)

donde g es la aceleracion de la gravedad, d es la anchura de la berma, «a es un coeficiente
adimensional, Dyy, es el nivel del mar de diseno, y Cy es un coeficiente experimental.

Obsérvese que solo se verifica el primer pico de presién; pero la presién reflejada puede
actuar a posteriori (véase Martin et al. (1999) para més detalles). El fallo por deslizamiento
puede verificarse mediante la siguiente expresién
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Hc(Wl - Fv)
Fy,

donde Fj es el coeficiente de seguridad frente al deslizamiento.

> F, (8.126)

8.3.2. Criterios de diseno

En ingenieria oceanografica hay ciertas normas de buena practica que deben tenerse en
consideracion. Algunas son propias de cada pais y otras tienen raices histéricas. Las usadas
en este ejemplo son! (véase la figura [8.15):

1. Espesores de capa y ancho de la berma:

a 20 (8.127)

b = 24, (8.128)
o d > U (8.129)
e f > 2/, (8.130)

2. Condiciones de filtro:

w

< B 131
By < ¥ (8.132)

10

3. Condicionamientos constructivos:

b+c < Dy, (8.133)
Dw, < a+b+c (8.134)
t = 1m (8.135)
r = 2t (8.136)
p = 2 (8.137)
4. Razones econémicas:

15 < cotag<3 (8.138)
e 15 < cotay<3 (8.139)

5. Rotura del oleaje y control del rebase:
e A, > 3H /4 (8.140)
F. > 5o (8.141)

! Circulos negros frente a las inecuaciones indican que en la solucién numérica del ejemplo éstas son
activas, es decir, degeneran en igualdades
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6. Identidades geométricas:

Dw, +F. = b4+c+s+gq (8.142)
Wi = s+q—F. (8.143)
A. = a+b+c— Dy, (8.144)

7. Requerimientos del modelo:

s<12(e); 2<g<8(e); €>10 (8.145)

donde ¢ y ¢, son la longitud de cubo equivalente para los mantos principal y secundario,
respectivamente, y Hy es la altura de ola significante, pardametro descriptor del estado de
mar de calculo.

8.3.3. Funcion a optimizar

Para el ejemplo que nos ocupa, la funcién a optimizar es el coste de construccion:
C=CV.+CuyVh +CuyVo + C.o V3 (8.146)

donde V., Vi, V5 v V3 son los volimenes de hormigén, manto principal, manto secundario
y nucleo, respectivamente, y C., Cy, Cy v Ceo son los respectivos costes por unidad de
volumen.

Considerando el dique en talud de la figura [8.15, los volimenes se calculan con las
siguientes expresiones:

Hormigén del espaldon:

Ve = pg + se (8.147)
Manto principal:
b+c—t 2
Vi=ad+a =ty 2 (8.148)
sin arg 2tan ag

Manto secundario:

—1 b? b b b
V2:b<e—|—d—atan%>+bc, + +(2f + nt nt + -c (8.149)
2 sinag  2tan ag tan ay 2 sin ay

Ntcleo:

Va

(f tetd—(atb)tan s 0 +”+b)
2 sinay  tanay

c? 4t n a+b
— T
2 \ tan oy tan 1%, sin o

(8.150)
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8.3.4. Hipbtesis estadisticas

Asumiendo una vida 1til del dique en talud de 50 anos, y con el fin de poder aplicar el
método propuesto, es necesario definir el conjunto de variables deterministas y aleatorias,
y sus dependencias.

Parametros:
1. Geométricos:

a) El francobordo, F,, y las pendientes de los taludes o y oy vienen dados por sus
correspondientes valores nominales, y se consideran deterministas.

2. Propiedades de los materiales:

a) Los pesos especificos v, 7w ¥ s de hormigdn, agua y escollera vienen dados por
sus valores nominales correspondientes, y se consideran deterministas.

3. Propiedades mecéanicas:

a) El coeficiente de rozamiento . se considera una variable normal con media p,,, =
0,6 y valor caracteristico fic, o5 = 0,55.

4. Experimentales:

a) Modelo de run-up
% = A, (1—ePuln) (8.151)

= A, es una variables normal N(pa,,0% ), donde pa, = 1,05y o4, = 0,21.

= B, es una variables normal N(up,,0% ), donde pup, = —0,67y op, = 0,134.
Estas variables se han obtenido por un procedimiento de ajuste, y dado que
su correlacion es practicamente nula se considerardn independientes.

b) Modelo de estabilidad del manto
D = Ap(Iy — Ly) exp[By (L, — Iyy)] (8.152)
= A, es una variable normal N(p4,,0% ), donde
i, = 0,2566 — 0,177047 cot ars + 0,0342933 cot? a (8.153)
= B, es una variable normal N (up,,03 ), donde
pp, = —0,0201 — 0,4123 cot arg + 0,055 cot? o (8.154)
5. Modelo de deslizamiento

a) Cy es una variable normal con media ¢, y desviacién tipica oc;.
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b)

Agentes:

« es una variable normal cuya distribucién puede obtenerse a partir de la ecuacién
(8.123).

A es determinista y viene dada por su valor nominal.

So es una variable aleatoria cuya distribucion puede obtenerse de la ecuacién
(8.122).

P, y Ps, son variables aleatorias cuyas distribuciénes pueden obtenerse a partir
de las ecuaciones (8.119) y (8.121), respectivamente.

1. Climaticos:

a)

b)

¢)

La marea astronémica h; se considera una variable uniforme U (zp, zp+tr), donde
zp es el cero del puerto y tr es la carrera de marea.

La marea meteoroldgica ho se considera una variable normal N (MhQ,J%Z). Asi, el
nivel del mar serd Dy, = hi + ho.

La altura maxima de ola Hp y el periodo de pico T}, en un estado de mar son
variables aleatorias con funciones de distribucion:

1,465
x> 1,263 + 0,326 H, + 0,172H>
(8.155)

— 1,263 — 0,326H, — 0,172H? 2,507
FHD(:U?Hs) = 1—exp [— (:L‘ ’ ) s ) S> ;

11,176 + 3,756 Hy — 0,415H2 — 2\ 7|
7,597 ' (8.156)
x < 11,176 + 3,756 Hs — 0,415H?

Fr,(z; Hy) = exp [(

donde H; es una variable aleatoria con funcién de densidad exponencial:

fr,(x) = 1,58247 exp(—1,58247(x — 3)); = > 3;

donde sélo se consideran estados de mar superiores a tres metros (Hs > 3).
Estas distribuciones de Hp y 7T}, como funcién de Hy, y la distribuciéon de Hy se
han derivado de los datos de la boya de Gijén. Los datos recogen la informacién
de 5,69 anos, 260 tormentas (Hs; > 3) , y 1857 estados de mar (de una hora de
duracién).

Dependencia entre las variables:

Como se explicé en la subseccién 8.3.1, todas las variables aleatorias mencionadas se
asumen independientes, y las demads se consideraran deterministas. Es importante recalcar
que el motivo de esta hipdtesis no se debe a la imposibilidad del método para tratar cor-
relacién entre variables, sino a la falta de entendimiento y de datos sobre la interaccién
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entre ellas. Ademads, los modos de fallo podran estar correlacionados, debido a la presencia
de variables comunes. En otras palabras, la principal fuente de correlaciéon entre modos de
fallo se debe a su dependencia en variables comunes y no a la dependencia de las variables
en si mismas.

La eleccién de las funciones estadisticas y de sus parametros se ha elegido con propédsitos
ilustrativos. Para aplicar el método a casos reales se ha de realizar una seleccién mucho mas
cuidadosa, usando registros de datos de periodos largos. Sélo unos pocos paises tienen
informacién suficiente para obtener estas funciones de forma adecuada.

8.3.5. Formulaciéon y solucién del problema dual

Siguiendo el procedimiento descrito en el capitulo 4, el primer paso es seleccionar los
limites inferiores de los coeficientes de seguridad FO, FO y F?, y los limites inferiores de
los indices de fiabilidad 39, 8% y 87; el siguiente es comenzar con el procedimiento iterativo
hasta que se cumplan todas las restricciones.

Diseno clasico optimo. Para obtener el diseno clasico en la iteracién k, se minimiza la
funcién de coste

c(d, 7, ¢, ) (8.157)
sujeta a las restricciones asociadas a los coeficientes de seguridad:
Rebase:
Fe o p (8.158)
R, ° '
Estabilidad del manto principal:
w

> Fk (8.159)

Deslizamiento del espaldon:

> FF (8.160)
y a las restricciones de diseno.

Diseno 6ptimo probabilista. Para evaluar los limites inferiores de los indices de fiabi-
lidad 3, que es equivalente a calcular los limites superiores de las probabilidades de fallo
de cada uno de los modos de fallo considerados, se aplica el procedimiento descrito en la
seccion [2.7. Notese que se va a calcular la probabilidad de fallo durante la vida ttil de la
obra. Consecuentemente, la probabilidad de fallo para el modo i es:

ngsD

Pr=1-|1- / fu,(H) Py, (Hy)dH, (8.161)
3
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donde Py, (Hs) es la probabilidad de fallo para el modo i en un estado de mar definido
por Hg, y ngs es el nimero equivalente de estados de mar al ano (nss = 326 para los datos
de Gijén) y D es la vida util. La integral (8.161) puede calcularse usando la férmula de
cuadratura de Gauss-Legendre como:

ngsD
gmar _ Hmzn n
Ppml— (1= 2 S () Py, () (8.162)
j=1
donde w; y Hy; son respectivamente los puntos y los pesos de Gauss.
Como se necesita Py, . (Hs;) se aplica el siguiente procedimiento para cada H.;:

1. Transformacién de Rosenblatt: dado que en el presente ejemplo todas las variables
aleatorias se han considerado independientes la transformacién se simplifica mucho

up = ®((Ay—pa,)/oa,) = 2(21)
uy = ((Bu —uB,)/oB,) = P(22)
uz = O((Ar —pa,)/oa,) = ®(23)
ugy = ®((Br—ps,)/oB,) = P(z1)
us = FTp(T7 HS]') - @(25)

8.163
ug = Fu,(H;Hs;) = ®(2) ( )
ur = (e — Nuc)/auc) = ®(z7)
ug = O((Cy—pc,)/oc,) = P(zs)
ug = (hy —zp)/tr = ®(z9)

urg = ((ha — piny)/ohy) = (210)
2. Transformacién a variables normales tipificadas (normalizadas N(0,1)):
21 = (Ay—pa,)/oa,
20 = (Bu—pB,)/oB,
Z3 = (A'r MAT)/UAT
ze = (By—uB,.)/oB,
z5 = @7 1 (FTP(T H, ))
8.164
w5 = ' (Fuy(H:H.)) (8.164)
27 = (e Nuc)/auc
zg = ( — key)/oc,
29 = 7' ((hy — 2p)/tr)
z10 = (hz — Hhy)/Ohy
3. Resolucion de los siguientes problemas de optimizacion para cada Hs;:
10
Minimizar ﬁi,jz => zg (8.165)
Ay, By, H, T, ATaBmeathlth k=1
sujeto a (8.163) y a alguna de las siguientes restricciones.
Rebase: P
1 = = (8.166)
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Estabilidad del manto principal:

w
Deslizamiento del espaldén:
1 = M (8.168)
Fy,

4. La probabilidad de fallo para el modo i en un estado de mar definido por Hjy; se
calcula como:

Py, (Hs;) = ®(=Bi ;) (8.169)

Una vez que las probabilidades de fallo para las distintas alturas de ola significante estan
calculadas, la probabilidad de fallo durante la vida til de la obra se calcula usando (8.162).
Y su indice de fiabilidad 3 asociado es:

g = —o~Y(Py,) (8.170)

Comprobacién de la convergencia y actualizacion de los coeficientes de seguri-
dad. En esta etapa se comprueba si los indices de fiabilidad obtenidos (3*) satisfacen los
limites deseados. Si la respuesta en afirmativa, el procedimiento se detiene, y el diseno final
es el obtenido por el disenio clasico. Si es negativa, se actualizan los coeficientes de seguridad
mediante las ecuaciones (7.70) o (7.71)) y se vuelve a la etapa 1.

8.3.6. Ejemplo numérico y andlisis de los resultados

El método propuesto ha sido implementado en GAMS (General Algebraic Modeling
System)(véase Castillo, Conejo, Pedregal, Garcia and Alguacil (2001)), con un dique en
talud con las siguientes caracteristicas:

1. Los limites inferiores de los coeficientes de seguridad y de los indices de fiabilidad
han de depender de las consecuencias asociadas al fallo de cada uno de los modos
considerados durante la vida 1til de la obra (se ha considerado un periodo de 50
anos) (véase Vrouwenvelder (2002)). Asi, los limites inferiores de los coeficientes de
seguridad iniciales (k = 0) son:

FO=1,05 F°=15 F=1,05, (8.171)
y los limites inferiores de los indices de fiabilidad (/) son:
B =232 () =3,08; =308, (8.172)

que se corresponden con probabilidades de fallo de 0,01 y 0,001, respectivamente.
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Cuadro 8.11: Valores nominales, estadisticos y costes del ejemplo numérico.

VALORES DE DISENO

Valores nominales

p=2m; g=4m; e=8m; r=2m; t=1m;

zp =20m; tr =5m; Hg=5m; Dy, = 25m;

Ve = 235K N/m3; ~s =26KN/m?; 7, = 10,25KN/m3

Propiedades estadisticas

A, = 1,05; o4, =0,21; pup, = —0,67; op, =0,134; p,. =0,6; o4 = 0,01941;
pcy =; ocy = 1,45; pp, = 0,02414; oy, = 0,11597;
pa, = 0,2566 — 0,177047 cot s + 0,0342933 cot? ag; 04, = 0,21;

g, = —0,0201 — 0,4123 cot a, 4 0,055 cot? av; o, = 0,134

Coste

Cy = 818,4euros/m3; Cy = 18,72euros/m?; Ce = 2,4euros/m?; C. = 60,leuros/m>

2. Para el disefio clasico, se toma un estado de mar de disefio de Hy = 6,5. La altura de
ola maxima y el periodo de pico de la ola se toman como los cuantiles 0,99 de ambas
distribuciones, las demés variables aleatorias se igualan a sus valores medios, aunque
podrian igualarse a sus valores caracteristicos. El estado de mar de cédlculo se toma
como Dy, = zp+tr.

3. Los valores nominales de las variables, los parametros estadisticos y los costes del
ejemplo numérico se dan en la tabla [8.11.

Analisis de resultados La tabla8.12 muestra la convergencia del método, que para este
caso se alcanza tras 14 iteraciones. La primera columna muestra los valores de las variables
geométricas, los coeficientes de seguridad y los correspondientes indices de fiabilidad, es de-
cir, aquellos que resultan de utilizar los coeficientes de seguridad en (8.171)) sin consideracién
alguna sobre las probabilidades de fallo (indices de fiabilidad en (8.172)). Sin embargo, co-
mo los indices de fiabilidad obtenidos con este diseno son menores que los limites inferiores
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Cuadro 8.12: Ilustracién del proceso iterativo. Los valores de diseno finales estan en negrita,
mientras que los coeficientes de seguridad o indices de fiabilidad activos se encuentran
subrayados.

ITERACIONES

Variable | Unidades 1 2 3 | 14 (fin)
Coste | euros x 10° | 272.2 | 281.9 | 291.1 | 299.7
a m 6.11 | 6.18 | 6.16 6.16
b m 2.18 | 220 | 2.19 2.19
c m 16.59 | 16.50 | 17.27 17.47
r m 2.00 | 2.00 | 2.00 2.00
t m 1.00 | 1.00 | 1.00 1.00
e m 10.00 | 14.51 | 16.13 | 23.54
P m 2.00 | 2.00| 2.00 2.00
S m 6.61 | 12.00 | 12.00 12.00
q m 7.13 | 8.00 | 8.00 8.00
d m 6.11 | 6.18 | 6.16 6.16
f m 2.18 | 220 | 2.19 2.19
n m 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00
15} m 0.46 | 0.46 | 0.46 0.46
« m 0.59 | 0.59 | 0.59 0.59
F, m 12.50 | 18.70 | 19.46 19.67
F, - 1.21 ] 1.81 | 1.88 1.90
F — 1.50 | 3.92 | 741 12.58
F, — 150 | 1.55| 1.53 1.54
Bo - 2.70 | 2.88 | 3.23 3.32
Os — 1.87 | 1.33 | 227 3.08
Ba - 2.92 | 3.13 | 3.07 3.08

elegidos (8.172), los coeficientes de seguridad deben incrementarse usando (7.70) o (7.71),
y repetirse el disefio cldsico con los nuevos coeficientes de seguridad, en la iteracién 2. Co-
mo ocurre lo mismo con los indices de fiabilidad de la segunda iteracién, el procedimiento
continuia hasta que se llega a la iteracién 14, en la que se satisfacen las restricciones (8.172).

La tdltima columna de la tabla muestra los valores de las variables de disefio, junto con
los factores de seguridad y sus indices de fiabilidad asociados. Los valores activos aparecen
subrayados en la tabla.

A la vista de la tabla se puede concluir lo siguiente. Los limites inferiores de los coefi-
cientes de seguridad FY, F? y FY son inactivos, lo mismo que 8Y. Mientras que los limites 39
y 32 son activos, lo que implica que los limites probabilistas asociados a sus modos de fallo
son mas restrictivos que los asociados a los coeficientes de seguridad, y que la seguridad
frente a rebase queda garantizada con la seguridad frente a estos modos de fallo.

Nétese que el valor 6ptimo del recubrimiento del espaldén a sotavento (n) es 0. Esto
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Cuadro 8.13: Sensibilidades del coste (ZC con respecto a los datos (1) del ejemplo del dique
x

en talud.

aC /9

€ Dwp, Ve Vs Yw F, F

14174.2 | -22562.5 | -47.3 | 51848.6 | 0.000 | 1599.5

€ F, Cal Cyl Cco Ce Hy

62258.2 335.9 226.0 | 1070.2 | 298.5 | 40391.0

conlleva a un ahorro en la construcciéon. Pero desde un punto de vista practico, no es una
solucion razonable, y no se daria si se consideraran otros modos de fallo como el provocado
por motivos geotécnicos. Pero nos ilustra que el método nos avisa de la presencia de variables
sin restringir.

Las sensibilidades para el ejemplo ilustrativo se muestran en las Tablas 8.13 y [8.14. La
tabla 8.13| da las sensibilidades del coste asociadas al disefio clasico. Permite saber cuénto
cambia el coste de construccién del dique en talud cuando se produce un pequeno cambio
en alguno de los parametros. Esta informacion es extremadamente 1til durante el proceso
constructivo para controlar el coste, y para analizar la influencia de los factores de seguridad
requeridos por los cédigos en el mismo. Por ejemplo, un cambio de una unidad en Dy
conlleva un aumento aproximado en el coste total de 14174,2 euros (véase la correspondiente
entrada en la tabla8.13). Similarmente, un aumento de una unidad en el peso especifico del
hormigén v, supondria una disminucién aproximada de 22562,5 euros.

La tabla 8.14 muestra las sensibilidades de los indices de fiabilidad. Es muy 1til conocer
la influencia de los parametros, como desviaciones tipicas, medias, coeficientes de variacion,
etc, en la probabilidad de fallo de cada modo. Con esta tabla el disenador puede analizar
cémo la calidad de los materiales, o la precisién en la construccién, influyen en la fiabilidad
de la estructura. Por ejemplo, un incremento de 1 unidad en el coeficiente de friccion py,,,
sin cambiar los deméas parametros, supone un aumento aproximado del indice de fiabilidad
Bs de 0,385, con la disminucién de probabilidad de fallo que esto supone. Y un incremento
del parametro p4, de 1 unidad, disminuye el indice de fiabilidad 3, en 4,145.

Similarmente, también se podrian dar las sensibilidades de los indices de fiabilidad con
respecto a las variables de diseno.

8.3.7. Simulacién de Monte Carlo

Para determinar la probabilidad de fallo global, entender mejor la interaccién y cor-
relacion entre los modos de fallo, y estimar las probabilidades de fallo de todas las combina-
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Cuadro 8.14: Sensibilidades de los fndices de fiabilidad 22 L, con respecto a los datos z =

ox

(n, k) del ejemplo del dique en talud. Valores positivos indican el aumento del indice cuando

el parametro correspondiente aumenta en una unidad.

Dato = % % %
Ye 0.000 | 0.021 2.198
Ys 0.000 | 0.000 0.000
Yew 0.000 | -0.048 -6.204

A, -4.145 | -0.708 0.000
UB, 2.239 | 0.431 0.000
Hopre, 0.000 | 0.385 0.000
LA, 0.000 | 0.000 | -308.402
B, 0.000 | 0.000 -0.158
ey 0.000 | -0.336 0.000
Ly -0.028 | -0.167 -0.258
Lhy -0.028 | -0.167 -0.258
A, -32.994 | -3.343 0.000
oB, -6.032 | -0.783 0.000
Olier 0.000 | -0.091 0.000
VA, 0.000 | 0.000 | -47.323
VB, 0.000 | 0.000 | -23.132
vey 0.000 | -0.587 0.000
Oh, -0.019 | -0.162 -0.245
Ohy -0.001 | -0.104 -0.114
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Cuadro 8.15: Simulaciéon de Monte Carlo para estimar las probabilidades de fallo para cada
combinacién posible de modos de fallo.

Tipo de fallo | Pribabilidad
0 0,99890

{o} 0,00010

{s} 0,00039

{a} 0,00044

{o} U {s} 0,00015
{o} U {a} 0,00000
{s}U{a} 0,00002
{o} U{s} U{a} 0,00000

ciones de fallo posibles, se realiza una simulacién de Monte Carlo de 10° réplicas. La tabla
8.3.7 muestra los fallos de todas las combinaciones posibles, y la probabilidad de fallo global
que es de 0,0011. Las probabilidades asociadas a al rebase, deslizamiento y estabilidad de
las piezas del manto son 0,00025,0,00056 y 0,00046, respectivamente.

Obsérvese en primer lugar, que las probabilidades de deslizamiento y extraccién de piezas
del manto son menores que las determinadas mediante el método FORM que coinciden con
las méaximas permitidas de 0,001, pero son del mismo orden de magnitud, con lo que puede
considerarse un disenio adecuado a este respecto. Sin embargo, la probabilidad de rebase
es mucho menor que la maxima exigida de 0,01. Por qie entonces, no trata de reducir la
altura de ataque del muro del espaldén para que sea mas barato. La respuesta es sencilla, y
se debe a las simplificaciones del modelo. Dado que se ha de aumentar el peso del espaldén
para reducir la probabilidad de deslizamiento, y como no hemos impuesto restricciones
relativas al hundimiento de la cimentacién, al modelo le resulta mas barato aumentar el
peso del espaldén aumentando el muro de ataque en vez de aumentar gradualmente todo el
espaldon.
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8.3.8.
Ag:
A,

Ay

Notacion
cota de la berma.

constante adimensional para la defini-
cién de la funcién de estabilidad.

coeficiente adimensional que depende
del tipo de piezas del manto principal.

espesor del manto principal.

: constante adimensional para la defini-

cion de la funcion de estabilidad.

: coeficiente adimensional que depende

del tipo de piezas del manto principal.

espesor del manto secundario.

: coste del manto principal por unidad

de volumen.

: coste del hormigén por unidad de vo-

lumen.

: coste del ntcleo por unidad de volu-

men.

: coeficiente experimental aleatorio.

: coste del manto secundario por unidad

de volumen.

altura del nucleo.

: vida util.
: nivel del mar de diseno.
: variables de diseno.

anchura de la berma en el lado de barloven- .:

to.

anchura del espaldoén.

. coeficiente de seguridad a la estabilidad

del manto principal.

: limite inferior del coeficiente de seguri-

dad a la estabilidad del manto princi-
pal.
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: francobordo.

: fuerza horizontal actuante sobre el es-

paldén debido a la presion del oleaje.

: coeficiente de seguridad al rebase.

: limite inferior del coeficiente de seguri-

dad al rebase.

: coeficiente de seguridad frente al desliza-

miento del espaldon.

: limite inferior del coeficiente de seguri-

dad frente al deslizamiento del espaldén.

: subpresién bajo el espaldén.

anchura de la berma en el lado de so-
tavento.

aceleracién de la gravedad.

altura de ola.

: altura de ola méxima.

: altura de ola significante.
: marea astrondmica.

: marea meteorolégica.

: numero de Iribarren.

: constante adimensional.

longitud de onda.

¢: longitud de lado del cubo del manto

principal.

longitud de lado equivalente del manto
secundario.

recubrimiento del espaldén a sotaven-
to.

V. limite superior de la probabilidad de

fallo del modo <.

: presion del agua sobre el espaldén in-

ducida por el oleaje.
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espesor en la coronacién del espaldon.
altura de la coronacién del espaldén.

constante adimensional que depende de
Ye YV Yw-

: run-up.
: longitud de la lengua del dique.

: altura de ola equivalente debido al run-

up.

altura del bloque principal del espaldon.

periodo de la ola.

: periodo de pico de la ola.

altura de la lengua del dique.

: carrera de marea.

variable aleatoria uniforme.

V¢: volumen total de hormigén.

Vo:
Vs:
V4,
VB,

Ve

W1:

zp:

Qy:

Qg

: volumen total del manto principal.

volumen total del manto secundario.
volumen total del nucleo.

coeficiente de variacién de A,.
coeficiente de variacién de B,.

coeficiente de variaciéon de Cf.

: peso de las piezas del manto principal.

: peso sumergido del espaldén.

peso del espaldon.

cero del puerto.

: constante adimensional.

angulo del talud a sotavento.

angulo del talud a sotavento.

Ba:

Bo:
Bs:

By

8

Bo:
By

Ye:
Vs:

Tw:
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indice de fiabilidad respecto a la esta-
bilidad del manto principal.

indice de fiabilidad respecto al rebase.

indice de fiabilidad respecto al desliza-
miento del espaldon.

limite inferior del indice de fiabilidad
del modo 7 para la iteraciéon k.

limite inferior del indice de fiabilidad
respecto a la estabilidad del manto prin-
cipal.

limite inferior del indice de fiabilidad
respecto al rebase.

limite inferior del indice de fiabilidad
respecto al deslizamiento del espaldén.

peso especifico del hormigoén.
peso especifico de la escollera.
peso especifico del agua.

conjunto de parametros del diseno clasico.

¢: conjunto de variables basicas usadas en

> & 3

[A,:

1B,

los modelos probabilistas.

: variables auxiliares (no bésicas) cuyos

valores se obtienen de las basicas, de los
pardametros y de las de diseno (d, n, ¢).

conjunto de parametros que definen la
variabilidad y dependencia de las va-
riables aleatorias.

valores medios de 7.
valores medios de ¢.
valores medios de ).
constante adimensional.
valor medio de A,.

valor medio de B,.
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HA,:
HBy:
[ep%

Fet
Fopuc*

OA,:
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valor medio de A,.
valor medio de B,,.
valor medio de Cf.
coeficiente de rozamiento.
valor medio de .

desviacion tipica de A,.

: desviacion tipica de By,.
: desviacién tipica de pic.

: funcién de estabilidad.
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8.4. Estabilidad de Taludes

En esta seccién se describe con detalle la aplicacion de las técnicas de optimizacion al
calculo de la estabilidad de taludes. El estudio de la estabilidad de taludes ha sido un tema
muy tratado por investigadores geotécnicos en sus dos vertientes: (a) aproximacion clasica,
basada en coeficientes de seguridad, y (b) la moderna, que utiliza probabilidades de fallo
(véase Wu y Kraft [173], Cornell [51], Li y Lumb [107], Alonso [5], Tang, Yiicemen y Ang
[158], Venmarcke [166], Wolff [172], Barabosa, Morris y Sarma [11], Dai, Fredlund y Stolte
[52] y Christian, Ladd y Baecher [47]). La aproximacién clasica se cuestiona porque no
da una idea de lo lejos que se esta del fallo, y se demanda un diseno basado en técnicas
probabilistas (véase Ditlevsen y Madsen [67], Wirsching y Wu [170], y Wu, Burnside y Cruse
[174]). Sin embargo, la aproximacién moderna también se critica por la sensibilidad a las
hipétesis estadisticas, especialmente al comportamiento en las colas (véase Galambos [84],
Castillo [27], y Castillo et al. [43| [42]).

Un analisis clasico del problema consiste en determinar los coeficientes de seguridad
asociados a una coleccién de lineas seleccionadas por el ingeniero, y elegir aquella que tiene
el minimo coeficiente que sera tomado como el coeficiente de seguridad del talud. El conjunto
de lineas de deslizamiento es normalmente una familia paramétrica. Sin embargo, dado que
este conjunto no cubre todas las lineas posibles, este procedimiento no garantiza obtener el
minimo. Esto en un principio no es problema si el coeficiente estd cerca del minimo, pero
puede serlo si estd lejos.

Alternativamente, puede usarse una aproximacién no paramétrica. La més importante es
la basada en el cdlculo de variaciones, que se ha aplicado a la mecédnica de suelos en el pasado
(véase, por ejemplo, Chen y Giger [45], Chen y Snitbhan [46], Baker y Garber [9, 10, 85],
Revilla y Castillo [138], y Castillo y Luceno [35, [36]). Esta técnica es una generalizacién
del problema de méximos y minimos, en el que se busca el valor maximo o minimo de
funcionales, en vez de funciones. Un funcional es una aplicacién del conjunto de funciones
y(x) que representa la linea de deslizamiento, en un nimero real que representa el coeficiente
de seguridad del talud. Por lo tanto, el funcional asocia a cada linea de deslizamiento su
correspondiente coeficiente de seguridad. En la mayoria de las aproximaciones, el funcional
se define como el cociente entre dos integrales, que representan el ratio entre fuerzas y
momentos estabilizadores y desestabilizadores.

Pero esto no es todo, como puntualizé6 Cornell [51], la fiabilidad de un sistema es la
de todas sus superficies potencialmente deslizantes, y por tanto la probabilidad de fallo de
un sistema serd mayor que la probabilidad para una simple linea. La diferencia entre ellas
dependera de la correlacién entre las probabilidades de fallo de las diferentes lineas.

La aproximacién mediante el calculo de variaciones tiene claras ventajas sobre otras
metodologias, porque: (a) en la aproximacion clésica, se garantiza la obtencién de la linea
pésima, es decir, no hay ninguna linea con menor coeficiente de seguridad, y (b) en la
aproximacion moderna, se garantiza la obtencién de la linea pésima con menor indice de
fiabilidad, es decir, con mayor probabilidad de fallo.

Finalmente, una vez que se ha seleccionado la linea pésima, es interesante efectuar un
estudio de sensibilidad para saber cémo y cuanto influyen los parametros en la seguridad.

En esta seccién se presentan tres contribuciones: (a) una aproximacién variacional al
problema de la estabilidad de taludes, que evita la necesidad de utilizar familias paramétricas
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particulares, (b) un nuevo método que combina coeficientes de seguridad y probabilidades
de fallo, y (c) herramientas potentes para el estudio de sensibilidad.

El capitulo se estructura de la siguiente manera. En la subseccién 8.4.1 se introduce el
método del calculo variacional. En las subsecciones [8.4.2] y 18.4.3| se describe como pueden
resolver diferentes problemas asociados a la estabilidad de taludes ingenieros clasicos y
probabilistas mediante el cdlculo variacional. En la subseccion [8.4.4] se presenta el méto-
do combinado. La subseccién 8.4.5] tratan problemas de sensibilidad. Y finalmente, en la
subseccion [8.4.6/ se recogen varias conclusiones relativas a la metodologia.

8.4.1. Aproximacion mediante calculo variacional

En una publicacién reciente de la revista Structural Safety, Malkawi et al. [116] realizaron
un analisis muy interesante de la fiabilidad de la estabilidad de taludes mediante técnicas
de simulacién de Monte Carlo, y métodos de primer (FORM) y segundo orden (SORM)
con cuatro métodos diferentes (ordinario y simplificado de Bishop, Janbu y Spencer) para
el andlisis de la estabilidad de taludes, y llegaron a la conclusiéon que con las hipotesis
estadisticas con las que trabajaban no habia diferencias significativas en los resultados
obtenidos con cada uno de los métodos mencionados. Este hecho, justifica la seleccion del
método de Janbu en nuestro andlisis, aunque no seria complicado implementar otro método
de estabilidad.

Revilla y Castillo [138], Castillo y Revilla [40], o Castillo y Luceno [32, 33| 34], basdandose
en el método de Janbu (véase Janbu [97]), propusieron el siguiente funcional:

ot | 4 (31e) - o)) tan ] (14 7))

5
/
t
J | 4 Y(@)tand
F— I (8.173)

Tn+1

((x) — y(x)) o (x)dx

dzx

1

donde F es el coeficiente de seguridad, () es el perfil del talud (ordenada en el punto ), ¢
es la cohesién del terreno, ¢ es el dngulo de friccidén interna, v es el peso especifico del terreno
yV T1 Y Zn+1 son las abscisas del principio y el final de la linea de rotura o deslizamiento.

Un aspecto muy importante en el que el ingeniero ha de ser muy cuidadoso es la seleccién
del funcional asociado a la estabilidad. De hecho, Castillo y A. Luceno [33] demostraron
que ciertos funcionales propuestos en el pasado no estan acotados, y no son vélidos para
el diseno. En concreto, probaron que otros funcionales, como el (8.173)), estdn acotados, y
consecuentemente, son validos para el diseno.

Nétese que (8.173), para un talud predefinido g(z), involucra la utilizacién de cinco
variables importantes ¢,c,v, H y F, es decir, se estd tratando con un espacio de 5 di-
mensiones. Por supuesto se puede trabajar con estas variables, pero se complica las cosas
innecesariamente y no permite comprender en su totalidad la estructura de los problemas

de estabilidad.
De hecho, utilizando el andlisis dimensional, mediante el teorema de II, se puede compro-
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bar que la expresién (8.173)) puede reescribirse en funcién de tres variables adimensionales

(F,N = VLH,@b = tan ¢} (8.174)
7“[N + (2(w) — 2())¥] (1 +27(w)
u (O
o F (8.175)
(2(u) — 2(u)) 2'(u)du
donde
v = = (8.176)

es la variable adimensional asociada a la coordenada x, y

y(uH)

z(u) = 7 (8.177)
oy YuH)
Z(u) = 7 (8.178)

son el perfil del talud y la linea de deslizamiento adimensionales, respectivamente.

Esto nos permite estudiar el problema en un espacio tridimensional, revelandonos que,
mientras los valores adimensionales de N y 1 en la ecuacién (8.174) permanezcan constantes,
tanto el factor de seguridad, como la linea de deslizamiento y el perfil adimensionales per-
manecen también constantes.

Por ejemplo, los coeficientes de seguridad asociados a dos taludes con ¥ = 0,6,c =
20kN/m? ~v = 21kN/m3 y H = 10m, y ¢ = 0,6,¢c = 2kN/m?,v = 21kN/m? y H = 1m
son idénticos.

La expresion (8.175) muestra que dados z(u) y z(u), hay una relacién entre F, N y v:

F = H(N,1) (8.179)

Sin embargo, se puede ir més lejos, si se da uno cuenta que en la expresién (8.175), N,
y F pueden multiplicarse por una constante arbitraria k, y se sigue manteniendo la misma
relacion, es decir,

kF = kH(N,) = H(kN, k) (8.180)

en otras palabras, satisface una ecuacion funcional, conocida como ecuacién funcional de
las funciones homogéneas, cuya solucién general puede escribirse como 2 (véase Aczél [3],
Castillo y Ruiz [41]):

F N e s
5= hE) & P = h() (8.181)

2Se supone que la funcién H(,-) realmente depende de las variables N y ).
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Esto permite expresar nuestro problema en términos de dos variables adimensionales F™* =
F/1y N* = N/9. De hecho, (8.175) puede escribirse como

/ [N+ (3(w) = 2()] (1 + ()
F* + 2/ (u)
1= (8.182)

ul

Por supuesto, se podria haber comenzado la exposicion del capitulo con la férmula
(8.182) en vez de (8.173), pero esta decisién harfa pasar por alto la belleza y potencia del
andlisis dimensional, por un lado, y de las ecuaciones funcionales por otro.

Una conclusién importante es que nuestro problema ha quedado reducido a dos variables
que definen la naturaleza y fiabilidad del talud. Por tanto, nuestro problema se reduce a

Minimizar F*
Uy, Un+1, Z(U)

sometido a (8.182) y N* = Nj. Si se resuelve el problema con diferentes valores de Ny se
puede elaborar una grafica relacionando F* y N* con la que se puede obtener el coeficiente
de seguridad F' asociado a cualquier combinacion de variables dato ¢,c,vy H.

La implementacion del calculo de variaciones a la estabilidad de taludes consiste en min-
imizar, como ya se ha dicho antes, F'* con respecto a ui, u,+1 y z(u). Este problema puede
resolverse analiticamente, sin embargo, conduce a sistemas de ecuaciones muy complicados
y condiciones de transversalidad (véase Luceno [112]). La alternativa obvia consiste en una
aproximacion numérica, que es la opcién seleccionada en esta seccién.

8.4.2. Discretizacién del problema

Usando las siguientes férmulas (véase la figura 8.17):

Ay = ‘nil7W (8.183)
n
u; = U+ (Z — I)Au (8.184)
v o= % (8.185)
/ i+l — &
. pu— —_— -].
V] N (8.186)
v = ZzZ(u; + Au/2) (8.187)

la ecuacién (8.182) puede ser facilmente discretizada como

[N* + (0; — v)](1 + v2) Au

n
1:1':1 F*—i-'l);

_ (8.188)
v; — v;) vl Au
3 (0 - v)

]
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Figura 8.17: Ilustracién grafica del problema de estabilidad de taludes, mostrando la linea
de deslizamiento y la discretizacién seleccionada.

Entonces, el analisis de la estabilidad de un talud se reduce a

Minimizar F* (8.189)

UQy Un+41, 24 -+ 1= 2,...,n

sujeto a
n

i [N+ (31— w) (1 + o)

Z |:(Ui — v;)v; — F +’v{ : =0 (8.190)
=3 3

Zj = zj j=1n+1 (8.191)
N* = Nj=c/(vHv) (8.192)

Lo mas importante de la aplicacion del cdlculo de variaciones es que a cada combinacién
de parametros del suelo ¢, ¢, y altura del talud H, proporciona un tinico valor del coefi-
ciente de seguridad pésimo F, es decir, nos informa si se produce (F' < 1) o no el fallo del
talud (F' > 1) y ademads cual es la linea de deslizamiento pésima. En otras palabras, se tiene
una idea clara del comportamiento del sistema y no de una linea determinada.
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0.5F———————"—"——"—————— =
()= arct;n( ) /g

Figura 8.18: Perfil del talud seleccionado para el ejemplo ilustrativo.

8.4.3. Aproximacion Clasica

En esta seccién se resuelve el problema de la estabilidad mediante el método clasico
basado en coeficientes de seguridad, es decir, se supone que todos los parametros son deter-
ministas.

Obtencion de la relacién entre N* y F*

Como ejemplo, en esta subseccién se supone un perfil de talud arcotangente (véase la
figura [8.18))
y(z) = Harctan(rmx/H)/7; —o0 <z < 0

que implica
z(u) = arctan(mu)/m;  —oo < u < 00.

Resolviendo el problema (8.189)-(8.192), para todos los valores posibles del factor adi-
mensional N*, se puede obtener una grafica que determine el coeficiente de seguridad para
cualquier N*. Este grafico se muestra en la figura 8.19, donde se muestran los valores 6pti-
mos de F** en funcién de N* (F* = h(N*)). Las lineas de deslizamiento correspondientes se
muestran en la figura8.20. Estos graficos permiten resolver graficamente cualquier problema
por el método clésico.

Solucion Clasica de Problemas de Estabilidad de Taludes

Los problemas asociados a la estabilidad pueden presentarse en formas diferentes, tales
como:

Problema tipo 1: Obtencién del méaximo valor permitido de N* para un valor fijo de ¢ y
un coeficiente de seguridad F'. En este caso se calcula F* = F'/1), se entra directamente
en el grafico de la figura [8.19 y se determina el valor de N* buscado.
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Figura 8.19: Valores éptimos de F™* en funciéon de N* y zona ampliada en el entorno de
origen.

Una vez que se tiene N*, se puede calcular el valor de H en funcién de los pardmetros
c .
del terreno c,y, 1, como H = ——, o el valor de ¢, en funcién de H, v and 1, como

N*yi
¢ = N*yHp.

Ejemplo computacional 8.1 (Problema tipo 1). Supdéngase que se desea disenar
un talud con un coeficiente de seguridad F' =2y ¢ = 10° = 1/¢) = 1/ tan(¢) = 5,67.
En este caso F* = 2 x 5,67 = 11,34, entrando en el grafico de la figura 8.19 se obtiene
N* =1,27.

Si ¢ = 200kN/m? y v = 23kN/m3, entonces la altura del talud debe ser de H =

200 x 5,67
12;7)(’23 — 38,83m, o, si H = 30m, v = 23kN/m? y ¥ = 1/5,67 = 0,176, entonces,
el valor de disefio es ¢ = 1,27 x 23 x 30 x 0,176 = 154,5kN/m?. n

Problema tipo 2: Obtencién del valor 9 requerido para unos valores dados de H, vy, ¢ y del
coeficiente de seguridad F'. En este caso puede parecer en un principio que se necesite
un método iterativo, porque v aparece tanto en N* como en F*. Para evitar este
procedimiento se puede descomponer el grafico de la figura 8.19 en uno equivalente
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Figura 8.20: Lineas de deslizamiento criticas para diferentes valores de N*.

(véase la figura [8.21)), donde la relacién F* y N* se transforma en muchas relaciones
entre ¢, N y F, rompiendo la relacién (8.181), con lo cual sélo se ha de entrar en la
grafica con N y F'y obtener el valor de ¥. Aunque se puede utilizar también el grafico
inicial (figura/8.19) con la recta que parte del origen con pendiente § = F*/N* = F/N
(véase la figura8.19)), con lo cual se elimina el pardmetro . La interseccién de esa recta
con la curva critica sera el punto buscado, no hay méas que despejar ¢ de cualquiera
de las variables N* o F™*.

Ejemplo computacional 8.2 (Problema tipo 2). Supéngase que H = 30m, v =
23kN/m3, ¢ = 200kN/m? y F = 2. Entrando en el grafico de la figura 8.21, con
200

~23% 30
trazando la recta de pendiente § = 2/0,2899 y tomando el punto interseccién de la

= 0,2899 y F' = 2, se obtiene ¥ = 0,08. Se conseguiria el mismo resultado

misma con la curva critica. [ |

Problema tipo 3: Obtencién del valor del coeficiente de seguridad F' para unos valores de

¢
H,~,cy 1 conocidos. En este caso se calcula N* = —— se entra en el grifico de la

Hryyp
figura [8.19) se determina F™ y se calcula el valor de F' = F*.

Ejemplo computacional 8.3 (Problema tipo 3:). Si H = 30m, v = 23kN/m?3,

200
= 200kN/m? =0,1 lcula N* = = 1,647, entrand 1
c 00kN/m* y ¢ = 0,176, se calcula 30 % 23 x 0.176 ,647, entrando en e

grafico correspondiente, se obtiene F* = 13,35 y finalmente se obtiene el valor de F,
F =13,35x 0,176 = 2,355. |
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Figura 8.21: Valores 6ptimos de F' en funcién N.

8.4.4. Aproximacion moderna.

Contrariamente a las hipdtesis de la subseccién anterior, se supone que todas las variables
son aleatorias. Dado que el problema de la probabilidad de fallo depende sélo de dos variables
Ft=1/yy N* 6de vy N se puede trabajar sélo con ellas. Nétese que dado que en punto
de fallo F' = 1, F'" es distinto de F*. Posiblemente uno esté tentado en trabajar con ¢, v, ¢ y
H, y hacer ciertas hipotesis sobre la funcién de densidad conjunta. Sin embargo, dado que el
problema depende sélamente de dos variables, el resultado final dependera sélo de la funcion
de densidad conjunta de las variables (F*, N*) 6 (¢, N), y sin pérdida de generalidad, se
puede trabajar solo con ellas.

Todos los trabajos existentes en la actualidad no tienen en cuenta este hecho, y tratan
de obtener distribuciones que se adectien a los valores de ¢, , ¢ cuando su influencia en la
estabilidad del sistema depende de N y .

Calculo del indice de fiabilidad para un diseno dado

Para simplificar nuestro tratamiento se supone que F* y N* son variables normales,
pero dependientes, porque el pardmetro 1) aparece en F* y N*. De forma més precisa se
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considera:
Ff~ N(MF+7012:+)§ N*|F* ~ N(pn- + Bo(FF - ,UF+)a0']2v*|F+)

donde pp+ y pun+ son las medias de F* y N*, respectivamente, U%Jr es la varianza de F'T,
N*|F* es N* condicionada sobre F', 012\7*|F+ es la varianza de N* dada F*, y 3y es el

coeficiente de regresién de N* sobre F'". En lo que sigue, se supone que pp+ = F(T y UN* =
Ng, es decir, que son iguales a los valores de diseno clésicos F(;r y Ng, respectivamente.

Una vez mas, para calcular la probabilidad de fallo se necesita transformar el conjunto
inicial de variables en un conjunto de variables normales estandar independientes usando la
transformacién de Rosenblatt (véase Rosenblatt [140], Ditlevsen y Madsen [67] y Madsen,
Krenk y Lind [114]):

F*—ppr  F" —ppe

ZF+ == =
O+ Vp+Up+
(8.193)
Inv = N* — pne = Bo(F" — pps) _ N* — pve = Bo(FF — pip+)
ON=|F+ UN*|F+HN~

donde vp+ es el coeficiente de variacién de F'*, y v+ es el coeficiente de variacion de
N*, dado FT.
Asi, el célculo de indice de fiabilidad 3 se reduce a:

Minimizar 3 = /Z%, + Z3%. (8.194)
T, I

sujeto a
F* = pp+ Ft — pup+
ZFJF = —
Op+ Vp+ b+
I = N e - Bo(F — pp+) _ N* — pne — Bo(FF — pp+) (8.195)
ON*|F+ U P N
Ft = h(N*)

Dado que se resuelve el problema de forma adimensional, se estan resolviendo infinitos
problemas a la vez. Para aplicar el método a un caso concreto basta transformar los valores
optimos adimensionales a los correspondientes dimensionales.

A continuacién se van a presentar dos métodos diferentes: aproximaciones 1 y 2.

Aproximacién 1

Desafortunadamente, no existe una expresién explicita que relacione FT en términos
de N* (F*t = h(N*)). Asi, una forma de abordar el problema es obtener (usando minimos
cuadrados, etc.) una expresion analitica aproximada F* = iNL(N *), por ejemplo un polinomio
de grado m. El siguiente polinomio de grado 8 proporciona una buena aproximacion

Ft = 1,35+ 18,19N* — 46,6 N*2 + 111,26 N*3 — 155,56 N**
+127,52N*° — 60,23N*® 4+ 15,14N*7 — 1,565 N*8
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Aproximacién 2

Dado que la regién de fallo se determina mediante un procedimiento de optimizacién
(8.189)-(8.192)), el problema ha de resolverse mediante un procedimiento iterativo, como el
dado en el siguiente algoritmo basado en el método de la biseccidn:

Algoritmo 8.1 (Cdélculo del indice de fiabilidad /).

Entrada: Pardmetros estadisticos del problema g+, iun+, Vp+, Un«p+ ¥ Bo, y una toleran-
cia e para controlar la convergencia del proceso.

Salida: Valores 6ptimos de N* y F'* y el indice de fiabilidad S.

Etapa 1. Seleccién de dos valores iniciales, uno muy pequeno N; = 0,001 y otro muy
alto N5 = 5, y calcular sus respectivos valores de fallo Ffr y F2+ , resolviendo el problema
(8.189)-(8.192)) para cada valor. Esto es equivalente a entrar en el grafico de la figura [8.19.

Etapa 2. Calculo de los valores 31 y 32 asociados con los pares (N7, F;") y (N3, Fy7), res-
pectivamente, utilizando la expresiones (8.193) y (8.194).

Etapa 3. Si |31 — (2| < €, ir a la etapa 7. Si no, hacer N3 = 0,51N; + 049N,y y Ny =
0,49N7 + 0,51N5.

Etapa 4. Célculo de sus respectivos valores de fallo F3Jr and Fj, resolviendo el problema
de optimizacién (8.189)-(8.192)), o entrando en el gréfico de la figura 8.19.

Etapa 5. Célculo de los indices de fiabilidad (3 y (4 asociados a los puntos (N;,F; )y
(N}, F;"), respectivamente.

Etapa 6. Si f; < (i3 hacer Nf = Ng; F{" = Fy y i = f5. Sino, Nj = Nz F = F[[ y
B2 = B4, e ir a la etapa 3.

Etapa 7. Devolver N* = (N7 + N3)/2, FT = (F}" + F;)) /2y 8= (B1 + B2)/2.

Solucién moderna de problemas de estabilidad

Dado que en esta aproximacién se requiere que el talud disenado tenga un indice de
fiabilidad mayor que un valor minimo dado %, como es posible que el disefio seleccionado
no cumpla esta restricciéon, el proceso debe repetirse hasta que se cumple la restriccién.

El problema puede plantearse de dos formas distintas como:

Problema tipo 1: Obtencion del valor pn+ para unos valores dados de pp+, vp+, vy« p+,
y limite inferior del indice de fiabilidad 3°. El problema puede plantearse como:

Minimizar 3= /Z%, + Z%. (8.196)

Zpt, LN+, AN
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Cuadro 8.16: Ilustracién del procedimiento iterativo para el ejemplo computacional [8.4.

Iteracién k MS’JI Bk
1 2.000 | 2.931
2 1.534 | 2.126
3 1.471 | 2.012
4 1.465 | 2.001
5} 1.465 | 2.000
6 1.465 | 2.000

sujeto a
F*¥—ppy  F7—ppy
ZF+ = =
Of+ Vp+ U p+
Zne = N mpwe = Go(FT = pps)  NT = pne = Bo(ET —pps) - (8.197)
ON*|F+ UN*|F+HN*
F* = B(NY)
B> B

y resuelto mediante la expresién aproximada h(N*) for h(N*). Si no se dispone de
la aproximacion, se procede de la siguiente manera: se comienza con un valor inicial
[N+, se resuelve el problema (8.194)-(8.195)), y se obtiene 3. Si el valor resultante de 3
es menor que el valor 4% requerido, se aumenta el valor de uy+ y se repite el proceso
hasta que se consigue que 3 = 3°. Como aplicaciones de este caso se puede determinar
H en términos de un=+,7v,% y ¢, o ¢ en términos de un«,v,¥ y H.

Ejemplo computacional 8.4 (Problema tipo 1). Asumiendo que se tiene pp+ =
5,67, vp+ = 0,1, vy« p+ = 0,1, o = 1, y un limite inferior del indice de fiabilidad
(3% = 2. Entonces, la solucién de (8.196)-(8.197) es

FT =4584; pn« =1,464; N*=0,294; §=2.

Si, alternativamente, se usa el procedimiento descrito anteriormente, con un valor
inicial de pn+ = 2, se resuelve el problema (8.194)-(8.195), obteniendo § = 2,931.
Como el resultado obtenido para 3 es mayor que el requerido 3° = 2, se disminuye el
valor de pny~ mediante la férmula:

pSE D — (EED 580 — gR)) = 2 4 0,5(2 — 2,931) = 1,534.

Después se repite el proceso hasta que 3 = 3°, como se ilustra en la tabla [8.16.
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Problema tipo 2: Obtencién del pp+ requerido para un valor dado de 5% y pardmetros
KN VE+, UN*|F+ 5 Bo-

Este problema puede plantearse como:

Minimizar B=\/Z% + Z%. (8.198)

ZFJHZN*:MFJr
sometido a
F* — ppt F* — ppy
Zpr = —
OF+ Vp+Up+
N* — pun= — Ft— N* — pun= — Ft—
Ine = pn+ — Po L+ ) _ pn — Bo( [r+) (8.199)
ON=|F+ UN*|F+HN~
Ft = h(N*)
UN* = UNMKp+
g > p°

y resuelto usando la aproximacién h(N*) for h(N*). Si no se dispone de la expresién
aproximada se procede de la forma siguiente: se selecciona un valor inicial de pp+, se
calcula puy+ = punpp+, se resuelve el problema (8.194)-(8.195), y se obtienen (. Si el
valor obtenido de 3 es menor que el valor minimo requerido 3°, se disminuye el valor
de pup+ y se repite el proceso hasta que se consige que 8 = . El valor final de g+
es el valor buscado.

Ejemplo computacional 8.5 (Problema tipo 1). Asumiendo que puy = 0,28,
vpt = 0,1, vy« p+ = 0,1, Bp = 1, y un limite inferior del indice de fiabilidad BY = 2.
Entonces, la solucién de (8.198)-(8.199) es

FT =7141; N*=0,643; puy-=2459; [B=2.

Problema tipo 3: Obtencién del indice de fiabilidad ( para los pardmetros estadisticos
UN*s fbp+s U+, Un+|F+, Bo, 1. En este caso, basta con resolver el problema (8.194))-
(8.195), y obtener f3.

Ejemplo computacional 8.6 (Problema tipo 3). Asumiendo que puy+ = 2, pp+
= 5,67, vp+ = 0,1, vy« p+ = 0,1 y fo = 1, entonces, resolviendo el problema (8.194)-
(8.195), se obtienen § = 2,931. |

8.4.5. Método combinado de coeficientes de seguridad y probabilidades
de fallo

En esta subseccién se presenta el método que combina la aproximacion clésica y la
moderna, particularizado para el caso de estabilidad de taludes. La idea es disenar un talud
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(seleccién del valor de pn+) tal que su coeficiente de seguridad F' y su indice de fiabilidad
3 satisfagan F' > FOy 5> 39, es decir:

Minimizar B=\/2%, + Z3. (8.200)

ZF+7ZN*7IU’N*7F

sujeto a
Fr—ppe  F" —ppe
ZF+ = =
Op+ Vp+ U+
P N* — iy« — Bo(FT — pp+)  N*— e — Bo(FT — pup+)
N* = =
ON*|F+ UN*|F+ N (8.201)
Ft = h(N*)
Fup+ = h(pn-+)
F > FY
g > p

Para su solucion puede utilizarse el siguiente algoritmo:

Algoritmo 8.2 (Método combinado con probabilidades de fallo y coeficientes de
seguridad).

Entrada: Pardmetros estadisticos pup+ = i1/, Vp+, vy« p+ ¥ Do, limites inferiores del coe-
ficiente de seguridad y del indice de fiabilidad F° y 8°, un coeficiente actualizador p
y una tolerancia € para controlar la convergencia del proceso.

Salida: Coeficientes de seguridad real F**“@ ¢ indice de fiabilidad 3, y los valores de diseno
para los valores cldsicos F* y jn+, y los modernos F*y N*.

Etapa 1. Hacer Foctual = 0 y pprevious — g0 | ¢,

Etapa 2. Si |Factual _ Fprevious’ < € ir a la etapa 6. Si no, hacer [previous Fvactual7
F* — pactual o L

Etapa 3. Resolver el problema (8.189) -(8.190) , o entrar en el gréfico de la figura8.19 con
F*, para obtener py~.

Etapa 4. Resolver el problema de optimizacién (8.194)-(8.195), y obtener los valores de
diseio F™ y N*, y .

Etapa 5. Si 3 > °, entonces ir a la etapa 2. Si no, hacer Factual — pactual 1,30 _ 3y o
ir a la etapa 2.

Etapa 6. Devolver Fectval g F* yn. FTy N*.
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8.4.6. Analisis de sensibilidad

Para obtener las sensibilidades de 8 con respecto a pp+,vp+, vy« p+ y o se consideran
como variables artificiales y se incluyen las restricciones que fijan esas variables a sus valores
dato. En otras palabras, se transforma el problema de optimizacién de la etapa 2 en:

Minimizar B=./2% + Z%. (8.202)
VA AT + + + /6+
F+, 4N 7:U’F+7NN*7UF+aUN*‘F+, 0
sujeto a
7 _ F+_N;+
F+ = —— ¥
Vp+
L N e - B b))
Nro= — ¥
Un |+ N
Ft = h(N*)
Fup+ = h(un~) (8.203)
F > FY
B> B
Pre = Mg+
U;wr+ = Up+
UN*|F+ = ’U]\[*‘FJr
By = Bo

Entonces, los valores de las variables duales correspondientes son las sensibilidades deseadas.
Las sensibilidades de F™* con respecto a N, pueden obtenerse directamente del problema
dual (8.189)-(8.190), porque N aparece en la tltima restriccion.
Los algoritmos precedentes se han implementado en el GAMS (véase Castillo et al. [29]),
y usados para resolver el siguiente ejemplo.

Ejemplo computacional 8.7 (Método combinado). En este ejemplo se ilustra el méto-
do exacto y el aproximado. Para el exacto se usan los datos:

F=22; " =20; pp+ = pyy = 5,67;

vp+ = 0,1; oy« p+ =0,1; Go = 1.
Resolviendo el problema (8.200)-(8.201) se obtiene:

Ft =4562; N*=0,202; 3=204; F=22; pun-=1487.

y las sensibilidades de la tabla [8.17.
Y para el método aproximado se asume

FO=1.2 §°=20; p= 05 pp+ = p1yy = 5,67;

vp+ = 0,15 oy« p+ =0,1; Go = 1.

Entonces, aplicando el algoritmo 8.2, se obtiene:

F* = 12,34; pn+ = 1,465; Ft = 4,58; N* = 0,294; Bactual = 2,0; Factuat = 2,18.
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Cuadro 8.17: Sensibilidades del indice de fiabilidad con respecto a los parametros del
modelo.

op | 0B 0B 9B | 9B
OF0 aMF+ GUN*|F+ 8’UF+ 860

1,734 | 0,104 | —1,675 | —18,72 | —2,136

Cuadro 8.18: Evolucién del procedimiento iterativo.

Clésico Punto de diseno
Iteracién | C. seguridad F' | pn+ L N* Fr 3
1 1.200 0.594 | 6.806 | 0.411 5.491 0.320
2 2.040 1.335 | 11.568 | 0.310 4.707 1.761
3 2.159 1.448 | 12.246 | 0.296 4.599 1.969
4 2.175 1.463 | 12.334 | 0.295 4.585 1.996
5 2.177 1.465 | 12.345 | 0.294 4.584 1.999
6 2.177 1.465 | 12.347 | 0.294 4.583 2.000
7 2.177 1.465 | 12.347 | 0.294 4.583 2.000
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Cuadro 8.19: Sensibilidades del
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indice de fiabilidad @ con respecto a los parametros es-

tadisticos.
op op op ap 375
aMN* 8/1'F+ (%N*‘F+ 8vF+ 8,80
1,82 | —0,562 —1,6 —184 | —2,1

El proceso se ilustra en la tabla 8.18, que muestra la rdpida convergencia del método.

Noétese que la restriccién asociada al coeficiente de seguridad F' > F° = 1,2 no es activa,

mientras que la restriccién asociada al indice de fiabilidad 3 > Y = 2 es activa.

Finalmente, las sensibilidades del indice de fiabilidad (3 con respecto a los parametros es-
tadisticos un, fp+, U+ p+, Vp+ ¥ Po se han calculado utilizando el método descrito en8.4.4,
v los resultados se muestran en la tabla [8.19, donde se observa que el indice de fiabilidad
aumenta en 1,82 unidades por incremento unitario de py+, y disminuye —0,562,—1,6,—18,4

y —2,1, por incremento unitario de pip+, vy« p+, Vp+ ¥ Bo, respectivamente.
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Capitulo 9

Conclusiones y Futuras Lineas de
Investigacion

9.1.

Resumen de Aportaciones

En esta seccion se presenta un resumen de las contribuciones mas importantes de esta

tesis:

1. Se han presentado dos nuevos métodos de NIVEL III para el calculo de probabilidades
de fallo: uno basado en el calculo del volumen de politopos, y otro mediante un método
recursivo de integracién de Gauss-Legendre.

a)

El primero se basa en la transformacion del conjunto inicial de variables al espacio
n-dimensional uniformemente distribuido en el hipercubo de dimensién unidad,
junto con region de fallo. De esta forma, la funcién de densidad conjunta de las
variables que intervienen se reduce a la unidad, y el problema del céalculo de la
probabilidad de fallo se transforma en el cdlculo del hipervolumen de la regién de
fallo. Este se obtiene particionando el dominio de fallo dentro del hipercubo en
politopos, que a su vez se descomponen en simplices. El volumen final se obtiene
como suma de los volimenes de esos simplices.

El segundo también reduce el conjunto de variables y la ecuacion de estado limite
al espacio n-dimensional uniformemente distribuido en el hipercubo unitario, y
calcula la probabilidad de fallo asociada mediante un procedimiento recursivo
basado en las férmulas de cuadratura de Gauss-Legendre.

2. Se ha mostrado la aplicabilidad practica de las técnicas de optimizaciéon por descom-
posicion en la resolucién de problemas basados en fiabilidad. Que permiten la resolu-
cion de problemas que, por su complejidad y tamano, no era posible resolver con los

métodos existentes.

3. Se han desarrollado dos metodologias originales de descomposicion para la resolucién
de problemas de gran aplicabilidad practica en distintas ramas de la ingenieria, una
(a) basada en un método de relajacién y la otra (b) basada en una aproximacién
secuencial por hiperplanos.
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Se ha presentado un método hibrido que permite un doble control de la seguridad
mediante (a) coeficientes de seguridad globales y (b) probabilidades de fallo o indices
de fiabilidad, y que proporciona un procedimiento sistematico y racional de disefio
ingenieril. Este método emplea para su resolucién el procedimiento de relajacion it-
erativo comentado anteriormente. Consiste en la repeticién secuencial de tres etapas:
(a) un diseno cldsico que minimiza la funcién objetivo teniendo en cuenta sélo los
coeficientes de seguridad, (b) evaluacién de las probabilidades de fallo o indices de
fiabilidad asociados a cada modo de fallo y (c) ajuste de los coeficientes de seguridad
para tener en cuenta las restricciones probabilistas. El método se repite hasta alcanzar
la convergencia, es decir, hasta que se satisfagan todas las restricciones, tanto clasicas
como modernas.

Se ha propuesto el método de aproximacién por hiperplanos para la resolucion del
problema hibrido. En este caso el procedimiento iterativo consta de dos etapas: (a)
diseno 6ptimo aproximado del problema global en el que se introducen las restricciones
asociadas a las probabilidades de fallo o indices de fiabilidad mediante aproximaciones
por hiperplanos, y (b) evaluacién de las probabilidades de fallo o indices de fiabilidad
asociados a cada modo de fallo y obtencién de un nuevo hiperplano aproximante, de tal
forma que cada vez se reproduce de forma mas precisa la restricciéon de complicacién.
Esta metodologia permite la utilizacién de coeficientes de seguridad parciales en las
restricciones de seguridad, que proporciona una herramienta muy til de calibracién
de cédigos.

Se ha demostrado cémo se pueden emplear las técnicas de optimizacién por descom-
posicién, en concreto la descomposicion de Benders, para resolver problemas en los
que las probabilidades de fallo son también variables a determinar (variables de com-
plicacién). Son de especial interés en problemas de optimizacién a largo plazo, en los
que interviene la probabilidad de fallo en la funcién de coste, con lo que se pueden
abordar problemas con costes de mantenimiento, reparacion, etc.).

Se han presentado formalmente todos los tipos de problemas de optimizacién basados
en fiabilidad que se pueden resolver mediante estas técnicas de descomposicién. In-
cluyendo problemas basados en métodos clasicos, con coeficientes de seguridad global
o parcial, métodos basados en probabilidades de fallo mediante FORM, con indices
de fiabilidad o probabilidades de fallo, métodos hibridos que tienen un doble control
de seguridad, cldsico y probabilista, los métodos de largo plazo y, por ultimo, el mo-
delo general que incluye todas las alternativas, costes a largo plazo, restricciones de
complicacién probabilista y restricciones clasicas.

Se ha mostrado un método general de analisis de sensibilidad para todo tipo de pro-
blemas, y en especial para los problemas relativos a fiabilidad que permite de forma
sencilla y automaética efectuar un estudio completo de sensibilidad en la solucién épti-
ma del problema. Esta contribucion es de gran interés, tanto para el proyectista como
para los constructores, ya que proporciona informacién de cémo varia el coste con
respecto a todos los datos del problema, coeficientes de seguridad impuestos, restric-
ciones de seguridad asociadas a probabilidades de fallo o indices de fiabilidad, con las



9.2. CONCLUSIONES 271

10.

9.2.

ventajas que ello conlleva. Y ademads, permite conocer la influencia de las variables e
hipétesis estadisticas (medias, desviaciones tipicas, ...) en cada uno de los modos de
fallo, con lo que se conoce la influencia cuantitativa y cualitativa de las variables o
parametros en la fiabilidad del sistema.

Se han desarrollado multitud de ejemplos practicos con problemas procedentes de
distintas disciplinas de la ingenieria civil:

a) Disenio de muros de contencién para soportar los empujes del terreno en taludes
inestables, o situaciones en las que se precise un cambio brusco de nivel (terra-
plenes de carreteras, etc.).

b) Diseno de estructuras mixtas, como puentes o vigas.

¢) Diques de escollera sometidos a la accién del oleaje, y por extensién, aplicacion a
otro tipo de obras maritimas como diques verticales, diques rebasables, espigones,
ete.

d) Diseno de puentes gria para manipulacién de cargas pesadas en la industria.
e) Célculo de estabilidad de taludes.

Respecto al cédlculo de estabilidad de taludes se ha presentado un nuevo método que
combina célculo de variaciones, determinacién de la fiabilidad y andlisis de sensibilidad
de los pardmetros que intervienen. Primeramente, se aplica el cdlculo de variaciones
para determinar la linea de deslizamiento pésima utilizando una discretizacién que
transforma. el problema inicial en uno de optimizacién, mucho maés eficiente que el
método clasico de Monte Carlo empleado en la actualidad. Entonces, se pueden aplicar
las estrategias propuestas en los apartados anteriores: (a) tratamiento cldsico, (b)
probabilista 0 moderno y (c) el modelo hibrido.

Conclusiones

Tras una revisién exhaustiva del material expuesto durante toda la tesis se puede llegar
a las siguientes conclusiones:

1.

La respuesta al dilema de si utilizar el método ‘clasico’ basado en coeficientes de
seguridad o el método ‘moderno’ basado en conceptos probabilistas no ha de ser
determinante, en el sentido de que dado que son dos medidas distintas de la seguridad
de una estructura, por qué no emplear el método hibrido que permite un calibrado
especifico para cada disenio concreto, con las ventajas que eso supone para ambos.

El método combinado (PFSM) proporciona una metodologia racional y sistemética
para el disenio de multitud de problemas ingenieriles. El ingeniero es capaz de obtener
un disefio automaético en el que se obtienen los coeficientes de seguridad y las pro-
babilidades de fallo de cada uno de los modos de fallo con un doble control de la
seguridad. Asi, prevalecera siempre la condicién mas restrictiva. Tiene la ventaja de
que el disenador sélo ha de preocuparse de imponer las restricciones del problema, sin
perjuicio, de que se anule la capacidad creativa y estética de los disenos. Muchas son
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las variables de diseno con las que se puede trabajar y no han de ser necesariamente
las dimensiones o disposiciones formales de los elementos que constituyan la obra.

Los métodos de optimizacion por descomposiciéon permiten también, resolver proble-
mas en los que la probabilidad de fallo es una de las incégnitas, es decir, que se pueden
abordar problemas de minimizacién de coste a largo plazo en los que se incluye el coste
asociado a la probabilidad de fallo, costes de reparacién, mantenimiento, etc. De esta
forma el establecimiento de las probabilidades de fallo éptimas que se suponen calcu-
ladas en los c6digos, se obtendrian de forma automética en funcién del tipo de obra
con la que se trabaje. El empleo de limites de probabilidades de fallo iguales para
obras dispares es muy discutible.

Independientemente del empleo del método hibrido que combina coeficientes de se-
guridad y probabilidades de fallo, o del método que incluye la probabilidad de fallo
en la funcién de coste, las técnicas de descomposicién han demostrado ser una herra-
mienta 1til y potente para la resolucién de problemas con restricciones de fiabilidad,
que requerian complicados algoritmos anidados para poder tener en cuenta la proba-
bilidad de fallo en el procedimiento de optimizacion. Todas ellas tienen en comun las
siguientes ventajas adicionales:

a) El andlisis de la fiabilidad aprovecha todas la ventajas de los paquetes de opti-
mizacién estandar, ampliamente contrastados en otras aplicaciones.

b) No es necesario invertir la transformacién de Rosenblatt para poder aplicar el
método FORM, ya que los paquetes de optimizacién permiten la introduccién de
las restricciones en cualquier formato.

¢) Las restricciones pueden escribirse de cualquier forma, implicita o explicita.

d) Laregion de fallo no ha de definirse en términos de las variables normales estdndar
independientes, se pueden anadir tantas restricciones o variables auxiliares como
se quiera para simplificar el modelo. Esto facilita el trabajo al ingeniero que tiene
que definir las restricciones como al software de optimizacién, que tiene menos
dificultades en resolverlo, ya que se simplifica el cdlculo de derivadas.

e) La responsabilidad de resolver los métodos iterativos propuestos recae en el soft-
ware de optimizacion.

f) Seestablece un doble control de la seguridad para cada modo de fallo: (a) median-
te coeficientes de seguridad y (b) mediante probabilidades de fallo. Esto permite
un didlogo entre los dos tipos de ingenieros (cldsico y probabilista) y proporciona
una herramienta muy tutil para detectar errores en ambas metodologias, tanto
hipdtesis estadisticas no razonables, como coeficientes obsoletos.

g) Son una herramienta muy util para la calibracién de cédigos, ya que el doble
control de la seguridad, permite establecer para cada disefio la relacién entre los
coeficientes de seguridad y las probabilidades de fallo de cada modo.

h) Los disefios resultantes son (a) automaéticos, es decir, que los valores de las va-
riables de diseno son proporcionadas por el procedimiento de optimizacién, no
por el ingeniero, (b) 6ptimos, en el sentido de que resultan de optimizar una
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funcién objetivo y (c) independientes del disenador, es decir, si las restricciones
impuestas son las mismas, el diseno final no cambiara.

5. El empleo de paquetes de optimizacién o rutinas implementadas por especialistas en
optimizacion, permite abordar problemas grandes con un gran numero de restricciones
y variables mediante herramientas bien consolidadas en otras aplicaciones.

6. El método general de andlisis de sensibilidad mediante las variables duales es espe-
cialmente 1til para el disenador y para el constructor, ya que permite tener una idea
clara de qué variables son importantes tanto en el coste o funcién objetivo, como en
la seguridad frente a cada modo de fallo considerado y en qué cuantia. Presenta las
siguientes ventajas:

a)

Dado que todos los paquetes de optimizacion calculan la solucién del problema
dual sin coste adicional es muy sencillo obtener las sensibilidades de los pardmet-
ros sin mas que transformarlos en variables artificiales, las variables duales aso-
ciadas a las restricciones que fijan los valores de esas variables a los valores de
los parametros proporcionan la sensibilidad buscada.

Como el estudio de sensibilidad se aborda en el punto éptimo, el incremento de
variables de los modelos no repercute en el calculo de la sensibilidad.

Se obtienen todas las sensibilidades posibles respecto de la funcién objetivo del
problema original.

Se obtienen todas las sensibilidades de los pardmetros e hipdtesis estadisticas
(medias, desviaciones tipicas, coeficientes de correlacién, etc.) respecto a la fia-
bilidad frente a todos los modos de fallo, con lo que se tiene un conocimiento
exhaustivo del comportamiento de la estructura en cuanto a su fiabilidad.

7. La metodologia presentada para el calculo de estabilidad de taludes presenta una serie
de ventajas adicionales:

a)

El tratamiento adimensional y el planteamiento funcional permiten establecer los
parametros de los que realmente depende el problema. Ademéas permite resolver
un conjunto infinito de problemas a la vez.

El calculo de variaciones permite resolver el problema de forma clésica, moderna
y combinada, y asocia a cada conjunto de parametros del suelo una linea de
deslizamiento pésima. Asi, no se considera una linea determinada sino todo el
sistema de superficies potenciales de deslizamiento.

La aproximacién moderna sélo requiere la funciéon de densidad conjunta de dos
variables aleatorias adimensionales. Esto simplifica de forma considerable el pro-
blema.

La metodologia podria aplicarse a terrenos con cualquier perfil de talud, terrenos
multicapa, e incluso hacerse extensible a problemas de cimentaciones u otros
similares, etc
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El estudio presentado puede sentar las bases para desarrollar metodologias més potentes
que tengan en cuenta la variabilidad espacial de los pardmetros del terreno mediante fun-
ciones de autocorrelacién, como en los estudios desarrollados por Alonso [5] y Li y Lumb
[107].

9.3. Futuras Lineas de Investigacion

Respecto a las futuras lineas de investigacion es indudable, pese a que el avance ha sido
grande, que quedan muchas cosas por hacer, pero desde la certeza de que los métodos de
optimizaciéon propuestos son el camino adecuado. Algunas de las propuestas son:

1. Todo el trabajo expuesto se ha limitado a fiabilidad temporalmente invariante, pero
el problema real es aun mas complicado, dado que muchos de los parametros que
intervienen en el disefio son variables aleatorias que evolucionan con el tiempo, y se
han de determinar métodos que permitan tener en cuenta su influencia en la fiabilidad,
y por consiguiente, en la optimizacion a largo plazo.

2. Las probabilidades de fallo empleadas son aproximaciones FOSM y FORM, para in-
cluir aproximaciones de la regién de fallo de segundo orden se podrian emplear méto-
dos SORM lo que seria una mejora. Estos requieren el calculo de las curvaturas o
derivadas segundas de las ecuaciones de estado limite en el punto de disefio o maxi-
ma verosimilitud, sin embargo, al emplearse algoritmos de optimizacién estandar, que
ya requieren el calculo de las derivadas segundas para obtener el hessiano, éstas po-
drian determinarse sin excesiva complicacion. Mas dificultosa seria la obtencion de las
derivadas de los indices de fiabilidad con respecto a las variables de complicacién o de
diseno, necesarias para que el procedimiento de optimizacién global converga.

3. Otro aspecto en el que hay que ahondar es en la aplicacién de las técnicas de op-
timizacién considerando las obras como sistemas, es decir, no sélo tener en cuenta
modos independientes de fallo con su probabilidad asociada, como se ha hecho en este
trabajo, sino también considerar la correlacién entre modos de fallo para poder llegar
a calcular la probabilidad de fallo del sistema global. Existen en la literatura muchos
trabajos relacionados con estos aspectos, que tratan la probabilidad de sistemas tan-
to en serie, como en paralelo, e incluso combinaciones, que es lo que realmente se
tiene en la realidad de cada dia. La mayoria tratan este complejo problema mediante
métodos de primer orden, que serian una continuacién de los métodos FORM, precisa-
mente éstos son los métodos se pueden tratar el problema de forma fiable mediante
las técnicas de optimizacién por descomposicion, y que serdn objeto de investigacién
futura.

4. Otra de las aplicaciones en las que estas metodologias tienen mayor futuro es en la
elaboracién de cogigos clasicos basados en técnicas probabilistas, es decir en la cali-
bracién de cédigos. Procedimiento laborioso que requiere la consideracion de multiples
y variadas situaciones de proyecto que se pueden abordar de forma descompuesta para,
enlazarlas después con los métodas propuestos.
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5. Respecto a las aplicaciones a problemas concretos, uno de los aspectos a mejorar en el
futuro es la mejora del calculo de la fiabilidad en estabilidad de taludes. Partiendo del
trabajo presentado en esta tesis, y anadiendo las contribuciones de Alonso, Li y Lumb
se podria tratar de resolver el problema considerando el terreno como un proceso es-
pacial con una dependencia correlacionada en funcion de su distancia. Es decir, cuanto
mas cercanos estén, mayor correlacion tendran. Posteriormente, mediante técnicas de
fiabilidad de sistemas en serie se puede determinar la fiabilidad de todas las superficies
potencialmente deslizantes.

6. También se podrian tratar de abordar problemas de elementos finitos combinados con
probabilidad de fallo, ya tratados con éxito por otros investigadores pero en mode-
los reducidos sin aplicabilidad practica. Las técnicas de descomposicién parecen una
herramienta adecuada para este tipo de problemas.
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Apéndice A

Cdédigos GAMS

En el presente apéndice se presentan y explican las implementaciones en GAMS de las
aplicaciones tratadas en los capitulos anteriores. El capitulo esta estructurado de la siguiente
manera: en la seccién |A.1l se trata el método de relajacién, en la seccién |A.2 se presenta
la implementaciéon de la aproximacion por hiperplanos, en la seccién [A.3 se muestra la
descomposiciéon de Benders, en la [A.4/ se muestra de nuevo el método de relajaciéon pero
aplicado al ejemplo del muro, en la seccion [A.5/se trata la implementacién del muro resuelta
mediante la aproximacion por hiperplanos, y por ultimo en |A.6 se trata el andlisis de
sensibilidad.

Las explicaciones del cddigo irdn con un asterisco () al comienzo de cada linea, es la
forma de poner comentarios en el GAMS. O bien, cuando los comentarios ocupan varias
lineas de la forma:

$0ntext
Comentarios

ééfftext
A.1. Codigo GAMS del Método de Relajacién

En esta seccion se presenta la implementacion del método de relajacion para resolver
problemas de fiabilidad basdndose en el método combinado (PSFM). Esté aplicado para la
resolucién del ejemplo computacional [6.1:

$title Metodo de relajacion aplicada al PFSM
* Inicializo el fichero de escritura de resultados
file outl /relaja.out/;

SETS
X variables x /mu_x1,mu_x2/
A parametros y /mu_yl,mu_y2/
B parametros v /v_x_1,v_x_2,v_y_1,v_y_2/
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M restricciones h /first,second/
IT numero maximo de iteraciones /1%20/;

ALTAS (M,Maux) ;

SCALARS
epsilon maxima tolerancia permitida /le-5/
error parametro de almacenamiento del error /1/
iteration contados de iteraciones /0/
rho coeficiente de relajacion /0.2/;

PARAMETERS
Srho(M) multiplicador de lagrange asociado a gi para la actualizacion automatica
Flo(M) limites inferiores de las restricciones gl y g2/

first 1.2
second 1.6
/

Fr(M) valores reales de las restricciones gl y g2
Fpar(M) valores actuales de los limites inferiores de las restricciones gl y g2
betalo(M) limites inferiores de las restricciomes hl y h2/

first 3
second 4
/

betaa(M) valores reales de las restricciones hl y h2
betaux(M) valores auxiliares para el calculo del error
DataX(X) valores iniciales de las variables x/

mu_xl 5
mu_x2 5
/
DataA(A) valores de los parametros y/
mu_yl 1
mu_y2 1
/
DataB(B) valores de los parametros v/
v_x_1 0.02
v_x_2 0.02
v_y_1 0.1
v_y_2 0.1
/

errores(IT) parametro del almacenamiento del error en cada iteracion;

VARIABLES
zc variable objetivo de cada uno de los modelos
VarX(X) variables de diseno x
VarU(X) variables u asociadas a las x
VarV(A) variables v asociadas a las y
Z(B) variables auxiliares z;

EQUATIONS
* Ecuaciones del modelo para resolucion del problema maestro (clasico)
ZClassic, firste, seconde
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* Ecuaciones para la resolucion de los subproblemas
Zbeta, ZUdef, ZVdef, Ffirst, Fsecond;

* Ecuaciones del modelo para resolucion del problema maestro (clasico)
ZClassic. .zc=e=sqr(VarX(’mu_x1’)/DataA(’mu_y1’))+sqr (VarX(’mu_x2’)/DataA(’mu_y2’));
firste..VarX(’mu_x1’)*VarX(’mu_x2’)=g=DataA(’mu_y1’)*DataA(’mu_y2’)*Fpar(’first’);
seconde. .sqrt(DataA(’mu_y1’))*VarX(’mu_x2’)=g=DataA (’mu_y2’)*sqrt (VarX(’mu_x1’)) ...
... *Fpar(’second’) ;

* Ecuaciones para la resolucion de los subproblemas
Zbeta. .zc=e=sqrt (sum(B,sqr(Z(B))));
ZUdef (X,B)$(ORD(B)=0RD(X)) ..Z(B)=e=(VarU(X)-DataX(X))/(DataB(B)*DataX(X));
ZVdef (A,B)$(ORD(A)+CARD (X)=0RD(B)) . .Z(B)=e=(VarV(A)-DataA(A))/(DataB(B)*DataA(A));
Ffirst..VarUCmu_x1’)*VarU(’mu_x2’)=e=VarV(’mu_y1’)*VarV(’mu_y2°’) ;
Fsecond. .sqrt (VarV(’mu_y1’) ) *VarU(’mu_x2’)=e=VarV(’mu_y2’) *sqrt (VarU(’mu_x1’)) ;

* Planteamiento de los modelos clasico y subproblemas
MODEL classic /ZClassic,firste,seconde/;
MODEL mfirst/Zbeta,ZUdef,ZVdef,Ffirst/;
MODEL msecond/Zbeta,ZUdef ,ZVdef ,Fsecond/;

*

Inicializacion de los limites inferiores de las restricciones gl y g2
a los valores iniciales

Fpar (M)=Flo (M) ;

betaa(M)=betalo (M) ;

*

* Comienzo del procedimiento iterativo

loop(IT$(error>epsilon),
iteration=iteration+1;

* Escritura del numero de iteraciones
put outl;
put " ITERATION ",iteration:5//;
put "---——————— CLASSICAL ——————————————————————————— "/

* Almacenamiento de los valores de hl y h2 para controlar el error
betaux (M) =betaa (M) ;

* Valores iniciales de las variables x
VarX.1l(X)=DataX(X);

* Resolucion del model clasico
SOLVE classic USING nlp MINIMIZING zc;

* Escritura de resultados
put "cost=",zc.1:8:3, modelstat= ",classic.modelstat,",...

solvestat= ",classic.solvestat/;
put " cpu=",classic.resusd:9:5//;
put "Los valores medios son A=",VarX.1(’mu_x1’):8:3,",y B=",VarX.1(°mu_x2’):8:3/;
put "Actual safety factors"/;

* Calculo del valor actual de las restricciones gl y g2
Fr(°first’)=(VarX.1(’mu_x1’)*VarX.1(’mu_x2’))/(DataA(’mu_y1’)*DataA(’mu_y2’));
Fr(’second’)=sqrt(DataA(’mu_y1’))*VarX.1(°mu_x2’)/...

...(DataA(’mu_y2’)*sqrt(VarX.1("mu_x1’)));

* Escritura de los valores actuales

put "Fr(’first’)=", Fr(°first’):8:3," Fr(’second’)=", Fr(’second’):8:3/;
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* Almacenamiento en el parametro asociado de los valores optimos de x
DataX(X)=VarX.1(X);
* Resolucion de los subproblemas
loop(M,
* Valores iniciales de las variables u y v
VarU.1(X)=DataX(X);
VarV.1(A)=DataA(A);
if (ORD(M) eq 1,
* Resolucion del subbroblema asociado a hil
SOLVE mfirst USING nlp MINIMIZING zc;
* Escritura de resultados
put "beta=",zc.1:8:3, " modelstat= ",mfirst.modelstat,",...
solvestat= ",mfirst.solvestat/;
put " cpu=",mfirst.resusd:9:5//;
* Almacenamiento de la variable dual asociada a la restriccion gl
Srho(M)=Ffirst.m;
else
* Resolucion del subbroblema asociado a h2
SOLVE msecond USING nlp MINIMIZING zc;
* Escritura de resultados
put "betas=",zc.1:8:3, " modelstat= ",msecond.modelstat,",...
solvestat= ",msecond.solvestat/;
put " cpu=",msecond.resusd:8:3//;
* Almacenamiento de la variable dual asociada a la restriccion g2
Srho(M)=Fsecond.m;
);
* Almacenamiento de los valores optimos de hl y h2
betaa(M)=zc.1;

);
* Escritura de valores intermedios
loop(M,
put "beta(’",M.tl,"’)=",betaa(M):6:3," Fpar(’",M.tl,"’)=",Fpar(M):6:3,...
M Fr(OO",M.t1:5,")=",Fr(M):8:3/;
);

Actualizacion de los limites inferiores de gl y g2
con el coeficiente de relajacion
Fpar (M)=Fpar (M) +rho*(betalo (M) -betaa(M));
Actualizacion de los limites inferiores de gl y g2 con el metodo dual
Fpar (M)=Fpar (M) - (betalo (M) -betaa(M))/Srho (M) ;
* Comprobacion de que los nuevos limites no son inferiores a los requeridos
loop(M,
if (Fpar (M)<Flo(M) ,Fpar(M)=Flo(M););

* ¥ ¥ ¥

);
* Calculo del error
error=0.0;
loop(M,
if ((abs(betaa(M)-betaux(M)) /betaa(M))>error and betaa(M)>0,
error=(abs(betaa(M)-betaux(M)) /betaa(M));
);
);

* Almacenamiento del error
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errores(IT)=error;
* Escritura
put "error(",iteration:5,")= ",error:14:12/;

)

* Fin del procedimiento iterativo

A.2. Codigo GAMS del Método de Aproximacion por Hi-
perplanos

En esta subseccién se presenta la implementacién del método de aproximacién por hiper-
planos para resolver problemas de fiabilidad basdndose en el método combinado (PSFM).
Esta aplicado para la resolucién del ejemplo computacional 6.1k

$title Metodo de relajacion aplicada al PFSM
* Inicializo el fichero de escritura de resultados
file outl /hiper.out/;

SETS
X variables x /mu_x1,mu_x2/
A parametros y /mu_yl,mu_y2/
B parametros v /v_x_1,v_x_2,v_y_1,v_y_2/
M restricciones h /first,second/
IT numero maximo de iteraciones /1%20/
ITER(IT) conjunto dinamico para controlar los hiperplanos
FIRST(M) conjunto dinamico para la primera iteracion;

* Desactivacion de los hiperplanos
ITER(IT)=no;

FIRST(M)=no;

ALIAS (M,Maux) ;

SCALARS
epsilon maxima tolerancia permitida /le-5/
error parametro de almacenamiento del error /1/
iteration contados de iteraciones /0/;

PARAMETERS
Flo(M) limites inferiores de las restricciones gl y g2/
first 1.2
second 1.6
/

Fr(M) valores reales de las restricciones gl y g2
betalo(M) limites inferiores de las restricciomes hl y h2/

first 3
second 4
/

betaa(M) valores reales de las restricciones hl y h2
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betaux(M) valores auxiliares para el calculo del error
DataX(X) valores iniciales de las variables x/

mu_x1 5

mu_x2 5

/
DataA(A) valores de los parametros y/
mu_yl 1
mu_y2 1
/
DataB(B) valores de los parametros v/
v_x_1 0.02
v_x_2 0.02
v_,y_l1 0.1
v_y_2 0.1
/

errores(IT) parametro del almacenamiento del error en cada iteracion
lambdaK(IT,M,X) pendientes de los hiperplanos aproximantes
XesK(IT,X) valores optimos de las variables x

betaK(IT,M) valores de las restricciones h para cada valor de x;

VARIABLES
zc variable objetivo de cada uno de los modelos
VarX(X) variables de diseno x
VarU(X) variables u asociadas a las x
VarV(A) variables v asociadas a las y
Z(B) variables auxiliares z
beta(M) valors actuales de las restricciones hl y h2;

EQUATIONS

* Ecuaciones del modelo para resolucion del problema maestro (clasico)
ZClassic, firste, seconde, betadef, auxbeta

* Ecuaciones para la resolucion de los subproblemas
Zbeta, ZUdef, ZVdef, Ffirst, Fsecond, fixedX;

* Ecuaciones del modelo para resolucion del problema maestro (clasico)

ZClassic. .zc=e=sqr(VarX(’mu_x1’)/DataA(’mu_y1’))+sqr (VarX(’mu_x2’)/DataA(’mu_y2’));

firste..VarX(’mu_x1’)*VarX(’mu_x2’)=g=DataA(’mu_y1’)*DataA(’mu_y2’)*Flo(’first’);

seconde. .sqrt(DataA("mu_y1’))*VarX(’mu_x2’)=g=DataA ("mu_y2’)*sqrt (VarX(’mu_x1’))*..
...Flo(’second’);

betadef (ITER,M)$ (FIRST(M)) . .beta(M)=1=betaK(ITER,M)+. ..
.. .sum(X,lambdaK (ITER,M,X) * (VarX (X) -XesK (ITER,X))) ;

auxbeta (M) $ (FIRST(M)) . .beta(M)=g=betalo (M) ;

* Ecuaciones para la resolucion de los subproblemas
Zbeta..zc=e=sqrt (sum(B,sqr(Z(B))));
ZUdef (X,B)$(ORD(X)=0RD(B)) . .Z(B)=e=(VarU(X)-VarX(X))/(DataB(B) *VarX (X)) ;
ZVdef (A,B) $ (ORD (A)+CARD(X)=0RD(B)) . .Z(B)=e=(VarV(A)-DataA(A))/(DataB(B)*DataA(A));
Ffirst..VarUCmu_x1’)*VarU(’mu_x2’)=e=VarV(’mu_y1’)*VarV(’mu_y2’) ;
Fsecond. .sqrt(VarV(’mu_y1’))*VarU(’mu_x2’)=e=VarV(’mu_y2’)*sqrt (VarU(’mu_x1’)) ;
fixedX (X)..VarX(X)=e=DataX(X);
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* Planteamiento de los modelos clasico y subproblemas
MODEL classic /ZClassic,firste,seconde,betadef,auxbeta/;
MODEL mfirst /Zbeta,ZUdef,ZVdef,Ffirst,fixedX/;
MODEL msecond /Zbeta,ZUdef,ZVdef,Fsecond,fixedX/;

* Inicializacion de los limites inferiores de las restricciones gl y g2
* a los valores iniciales

betaa(M)=betalo (M) ;

lambdaK (IT,M,X)=0.0;

XesK(IT,X)=0.0;

betaK(IT,M)=0.0;

* Comienzo del procedimiento iterativo

loop(IT$(error>epsilon),
iteration=iteration+1;

* Escritura del numero de iteraciones
put outl;
put " ITERATION ",iteration:5//;
put "--————mmm CLASSICAL ——————————————————————————— "/

* Almacenamiento de los valores de hl y h2 para controlar el error
betaux (M)=betaa(M);

* Valores iniciales de las variables x
VarX.1(X)=DataX(X);

* Resolucion del model clasico
SOLVE classic USING nlp MINIMIZING zc;

* Escritura de resultados
put "cost=",zc.1:8:3, " modelstat= ",classic.modelstat,",...

...solvestat= ",classic.solvestat/;
put " cpu=",classic.resusd:9:5//;
put "Los valores medios son A=",VarX.1(’mu_x1’):8:3,",y B=",VarX.1(°mu_x2’):8:3/;
put "Actual safety factors"/;

* Calculo del valor actual de las restricciomnes gl y g2
Fr(°first’)=(VarX.1(’mu_x1’)*VarX.1(’mu_x2’))/(DataA(’mu_y1’)*DataA(’mu_y2’));
Fr(’second’)=sqrt(DataA(’mu_y1’))*VarX.1(’mu_x2’)/...

...(DataA(’mu_y2’)*sqrt (VarX.1(’mu_x1’)));

* Escritura de los valores actuales
put "Fr(’first’)=", Fr(’first’):8:3," Fr(’second’)=", Fr(’second’):8:3/;

* Almacenamiento en el parametro asociado de los valores optimos de x
DataX(X)=VarX.1(X);

XesK(IT,X)=DataX(X);

* Resolucion de los subproblemas
loop(M,

* Valores iniciales de las variables u y v

VarU.1l(X)=DataX(X);
VarV.1(A)=DataA(A);
if (ORD(M) eq 1,
* Resolucion del subbroblema asociado a hil
SOLVE mfirst USING nlp MINIMIZING zc;
* Escritura de resultados
put "beta=",zc.1:8:3, " modelstat= ",mfirst.modelstat,",...
solvestat= ",mfirst.solvestat/;
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put " cpu=",mfirst.resusd:9:5//;
else
Resolucion del subbroblema asociado a h2
SOLVE msecond USING nlp MINIMIZING zc;
* Escritura de resultados
put "betas=",zc.1:8:3, " modelstat= ",msecond.modelstat,",...
. solvestat= ",msecond.solvestat/;
put " cpu=",msecond.resusd:8:3//;

*

)3

* Almacenamiento de los valores optimos de hl y h2
betaa(M)=zc.1;
lambdaK (IT,M,X)=fixedX.m(X);
betaK(IT,M)=zc.1;

);
* Escritura de valores intermedios
loop(M,
put "beta(’",M.tl,"’)=",betaa(M):6:3," Fr(°" ,M.tl:5,"’)=",Fr(M):8:3/;
);

* Calculo del error
error=0.0;
loop(M,
if ((abs(betaa(M)-betaux(M)) /betaa(M))>error and betaa(M)>0,
error=(abs (betaa(M)-betaux(M))/betaa(M)) ;
);
);
FIRST(M)=yes;
ITER(IT)=yes;
* Almacenamiento del error
errores(IT)=error;
* Escritura
put "error(",iteration:5,")= ",error:14:12/;

)

* Fin del procedimiento iterativo

A.3. Codigo GAMS de la Descomposicion de Benders

A continuacion se describe el cédigo GAMS en el que se implementa la resolucién del
problema del dique de escollera mediante la descomposicién de Benders.

$title Ejemplo del dique de escollera

* Inicializacién del fichero de salida de resultados
file out /rebasebenders.out/;
put out;

SETS
I variables aleatorias/1x2/
IT numero maximo de iteraciones del metodo de Benders /1%x20/
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ITER(IT) conjunto dinamico para controlar los cortes de Benders;

* Desactivacion de todos los hiperplanos aproximantes
ITER(IT)=no;

SCALARS

pi /3.1415926535898/

gra gravedad terrestre/9.81/

error valor inicial del error/1/

Csup cota superior del coste total optimo

Cinf cota inferior del coste total optimo /5000/
Toler tolerancia admisible /le-3/;

SCALARS

* Parametros

Dwl nivel del mar de diseno (m) /20/
Au parametro experimental /1.05/

Bu parametro experimental /-0.67/

cc coste del hormigon (euro) /60/

ca coste de la escollera (euro) /2.4/

* Random model parameters, sea state descriptors
Hs altura de ola significante (m) /5/

Tz periodo medio (s) /10/

dst duracion del estado de mar (s) /3600/

* Auxiliary scalars
pf probabilidad de fallo de una ola
pfD probabilidad de fallo en la vida util;

PARAMETERS

Ctotal(IT) coste total para cada iteracion

ValorFc(IT) francobordos de cada iteracion

LambdaFc(IT) derivadas parciales del coste total...

...con respecto al francobordo en cada iteracion
ValorTan(IT) pendientes del talud de cada iteracion
LambdaTan(IT) derivadas parciales del coste total...
...con respecto a la pendiente del talud en cada iteracion;

VARIABLES

cd coste de construccion

ci coste de seguro

beta indice de fiabilidad

alfacost variable auxiliar para el problema maestro
z(I) variables normales estandar;

POSITIVE VARIABLES
* Variables aleatorias

H altura de ola, T periodo de la ola

* Variables de disefio, variables de complicacion

285
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tan pendiente del talud, Fc francobordo

auxtan variables auxiliar asociada a la pendiente...
...del talud para el problema maestro

auxFc variables auxiliar asociada al francobordo...
...para el problema maestro

* Variables auxiliares
Ir numero de Iribarren, L longitud de onda, Ru run up, d altura del espaldon
vc volumen de hormigon, va volumen de escollera;

* Limites de las variables,
* muy importante para conseguir la convergencia
auxtan.lo=1/5; auxtan.up=1/2; L.1lo=10; H.up=2.2#Hs; T.up=2.2%Tz;

EQUATIONS

* Optimizacion global
cddf definicion del coste de construccion
ddf definicion de la altura del espaldon
vcdf definicion del volumen de hormigon
vadf definicion del volumen de escollera

* Optimizacion asociada a la fiabilidad
betadef definicion del indice de fiabilidad
Zdefl transformacion de Rosenblatt para la variable H
Zdef2 transformacion de Rosenblatt para la variable T
Iridf definicion del numero de Iribarren
Ldf ecuacion de la dispersion
rudf definicion del run up
verdf ecuacion de estado limite asociado al rebase

* Problema maestro
Restric(IT) cortes de Benders
auxmaster cota inferior del coste optimo;

* Optimizacion global

cddf. .cd=e=cc*vct+cax*va;

ddf. .Fc=e=2+d;

vedf. .vc=e=10%*d;

vadf . .va=e=0.5%(Dwl+2) * (Dwl+46+(Dwl+2) /tan);

* Optimizacion asociada a la fiabilidad

betadef . .beta=e=sqrt (sum(I,sqr(z(I))));
Zdefl..errorf(z(’1’))=e=1-exp(-2*sqr(H/Hs));

Zdef2. .errorf(z(’2’))=e=1-exp(-0.675*power ((T/Tz) ,4));
Iridf..Ir*sqrt(H/L)=e=tan;

Ldf. .2*xpi*L* (exp(2*pi*Dwl/L)+exp (-2*pi*Dwl/L))=e=. ..
... T*T*gra* (exp(2+pi*Dwl/L) -exp (-2*pi*Dwl/L)) ;

rudf. .Ru=e=H*Au* (1-exp (Bu*Ir));

verdf..Fc=e=Ru;

* Problema maestro
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Restric(ITER)..alfacost=g=Ctotal (ITER)+. ..
...LambdaFc (ITER) * (auxFc-ValorFc (ITER) ) +. ..
...LambdaTan (ITER) * (auxtan-ValorTan(ITER)) ;
auxmaster..alfacost=g=5000;

MODEL sublevel/betadef,Zdefl,Zdef2,Iridf,Ldf,rudf,verdf/;
MODEL cdirect/cddf,ddf,vcdf,vadf/;
MODEL Master/Restric,auxmaster/;

* Valores iniciales de los parametros
Ctotal(IT)=0.0; LambdaFc(IT)=0.0; ValorFc(IT)=0.0;
LambdaTan(IT)=0.0; ValorTan(IT)=0.0;

* Valores iniciales de las variables de complicacion
Fc.fx=7; tan.fx=1/3;

* Comienzo del procedimiento iterativo
loop(IT$(error gt TOLER),

* Escritura del numero de iteracion
put " Iteration= ",ord(IT):12:8//;

if (ORD(IT)>1,

* Resolucion del problema maestro para obtener los nuevos valores
* de las variables de complicacion
SOLVE Master USING 1lp MINIMIZING alfacost;

* Escritura de resultados
put "alfacost= ",alfacost.1l:12:4,", modelstat= ",...
...Master.modelstat,", solvestat= ",Master.solvestat/;

* Actualizacién de los nuevos valores de las variables de complicacion
Fc.fx=auxFc.l; tan.fx=auxtan.l;

* Actualizacion del limite inferior del coste para la iteracion IT
Cinf=alfacost.l;
)3

* Almacenamiento de las variables de complicacion para los cortes...
...de Benders
ValorFc(IT)=Fc.l; ValorTan(IT)=tan.l;

* Activacion del corte de Benders para el siguiente problema maestro
ITER(IT)=yes;

* Escritura
put "Complicating variables: Fc=",Fc.1:6:3,", tan=",tan.1:6:3/;

* Valores iniciales para la resolucion del problema de fiabilidad...
*muy importante para la convergencia del modelo
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H.1=1.5%Hs; T.1=1.1%Tz; L.1=136.931; Ir.l=tan.l/sqrt(H.1/L.1);
Ru.l=H.1lxAux(l-exp(BuxIr.1l)); =z.1(’1°)=2.28; =z.1(’2’)=0.32;
beta.l=sqrt(sum(I,sqr(z.1(I))));

* Resolucion subproblema asociado a la fiabilidad para los nuevos valores fijos...
* de las variables de complicacion
SOLVE sublevel USING nlp MINIMIZING beta;

* Escritura
put "pf= ", (errorf(-beta.l)):12:8,", modelstat= ",...
...sublevel.modelstat,", solvestat= ",sublevel.solvestat/;

* Calculo de las probabilidades de fallo
pf=errorf(-beta.l); pfD=1-(1-pf)**(dst/Tz);

* Derivadas parciales de pfD con respecto a las variables de complicacion
LambdaFc (IT)=-dst*(1-pf)**(dst/Tz-1) *exp(-beta.l*beta.1l/2)*. ..

... (Fc.m)/(Tz*sqrt (2*pi));
LambdaTan(IT)=-dst*(1-pf)**(dst/Tz-1)*exp(-beta.l*beta.l/2)*...
...(tan.m)/(Tz*sqrt (2xpi));

* Coste del seguro en funcion de pfD
€i.1=5000+125000000*pfD**2;

* Escritura

put "pfD= ",pfD:12:8/;

put "insurance cost= ",(ci.l):12:4/;

put "LambdaFc1(",ord(IT):2," )=",LambdaFc(IT):12:4,...
..."LambdaTn1(",ord(IT):2," )=",LambdaTan(IT):12:4/;

* Sumo al coste total el coste del seguro
Ctotal(IT)=ci.l;

* Derivadas parciales del coste del seguro con respecto a las
* variables de complicacion

LambdaFc (IT)=LambdaFc (IT)*(2%x125000000%pfD) ;

LambdaTan (IT)=LambdaTan (IT)* (2%125000000*p£D) ;

* Escritura
put "LambdaFc2(",ord(IT):2," )=",LambdaFc(IT):12:4,...
..."LambdaTn2(",ord(IT):2," )=",LambdaTan(IT):12:4/;

* Resolucion del modelo auxiliar para calcular las derivadas
* del coste directo con respecto a

* las variables de complicacion

SOLVE cdirect USING nlp MINIMIZING cd;

* Escritura
put "direct cost= ",cd.l1:12:4,", modelstat= ",...
...cdirect.modelstat,", solvestat= ",cdirect.solvestat/;
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* Calculo del coste total
Ctotal (IT)=Ctotal (IT)+cd.1;

* Derivadas parciales del coste total con respecto a las
* variables de complicacion

LambdaFc (IT)=LambdaFc(IT)+Fc.m;

LambdaTan (IT)=LambdaTan(IT)+tan.m;

* Escritura

put "Ctotal(",ord(IT):2," )=",Ctotal(IT):12:4/;

put "LambdaFc(",ord(IT):2," )=",LambdaFc(IT):12:4,...
..."LambdaTn(",ord(IT):2," )=",LambdaTan(IT):12:4/;

* Limite superior ddel optimo del coste total
Csup=Ctotal (IT);

* Calculo del error
error=(abs (Csup-Cinf) /Cinf) ;

* Escritura

put "Upper bound= ",Csup:12:4/;
put "Lower bound= ",Cinf:12:4/;
put "error= ",error:15:10//;

)

A.4. Cédigo GAMS del Método de Relajacion Aplicado al
Muro

En esta seccién se muestra el cédigo GAMS del ejemplo del muro resuelto mediante el
método de relajacién:

$title Muro
file outl /murorel.out/;

SETS
X variables de diseno /mua,mub/
A parametros y agentes /munu,muT,mugamma,muH,muS/
B parametros estadisticos/sigmaa,sigmab,sigmanu,sigmaT,sigmagamma,sigmaH,sigmaS/
M modos de fallo /turning,sliding,bearing/
IT numero maximo de iteraciones /1%*20/;

ALIAS(M,Maux) ;

SCALARS
epsilon maxima tolerancia permitida /le-8/
error parametro de almacenamiento del error /1/
iteration contador de iteraciones /0/
rho coeficiente de relajacion /0.8/;
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PARAMETERS
Flo(M) limites inferiores de los coeficientes de seguridad/
turning 1.5
sliding 1.6
bearing 1.5
/

Fr(M) valores reales de los coeficientes de seguridad
Fpar (M) valores actuales de los limites inferiores de los coeficientes de seguridad
betalo(M) limites inferiores de los indices de fiabilidad/

turning 3.0
sliding 3.0
bearing 3.0
/

betaa(M) valores reales de los indices de fiabilidad
betaux(M) valores auxiliares para el calculo del error
DataX(X) valores iniciales de las variables de diseno/

mua 3
mub 6
/
DataA(A) valores de los parametros y agentes/
munu 0.3
muT 50.0
mugamma 23.0
muH 3.0
muS 220.0
/
DataB(B) valores de los parametros estadisticos/

sigmaa 0.01
sigmab 0.01
sigmanu 0.05
sigmaT 15.0
sigmagamma 0.46
sigmaH 0.2
sigmaS 16.0
/;

VARIABLES

zc variable objetivo decada uno de los modelos
VarX(X) variables de diseno x

VarU(X) variables u asociadas a las x

VarV(A) variables v asociadas a las y

Z(B) variables auxiliares z;

EQUATIONS

* Ecuaciones del modelo para resolucion del problema maestro (clasico)
ZClassic, turning, sliding, bearing, geometric

* Ecuaciones para la resolucion de los subproblemas

Zbeta, ZUdef, ZVdef, Fturning, Fsliding, Fbearing;

* Ecuaciones del modelo para resolucion del problema maestro (clasico)
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ZClassic. .zc=e=VarX(’mua’)*VarX(’mub’) ;
turning. .VarX(’mua’)*VarX(’mua’)*VarX(°mub’)*DataA (’mugamma’)=g=. ..
...2xDataA(’muH’)*DataA (’muT’)*Fpar (’turning’);
sliding..VarX(’mua’)*VarX(’mub’)*DataA (’munu’)*DatalA (’mugamma’)=g=. ..
...DataA(’muT’)*Fpar(’sliding’) ;
bearing. .DataA(’muS’)=g=VarX(’mub’)*DataA(’mugamma’)*Fpar(’bearing’) ;
geometric..VarX(’mua’)*2=e=VarX(’mub’) ;

* Ecuaciones para la resolucion de los subproblemas
Zbeta. .ZC=e=sqrt (sum(B,sqr(Z(B))));
ZUdef (X,B)$(ORD(X)=0RD(B)) . .Z(B)=e=(VarU(X)-DataX (X)) /DataB(B);
ZVdef (A,B)$ (ORD (A)+CARD (X)=0RD(B)) . .Z(B)=e=(VarV(A)-DataA(A))/(DataB(B));
Fturning. .VarU(’mua’)*VarU(’mua’)*VarU(’mub’) *VarV(’mugamma’)=e=. ..

. 2xVarV(OmuH? ) *VarV(°muT?)
Fsliding..VarU(’mua’)*VarU(’mub’)*VarV(’munu’)*VarV (’mugamma’)=e=VarV(’muT’) ;
Fbearing. .VarU(’mub’)*VarV(’mugamma’)=e=VarV(’muS’);

* Planteamiento de los modelos clasico y subproblemas
MODEL classic /ZClassic,turning,sliding,bearing,geometric/;
MODEL mturning /Zbeta,ZUdef,ZVdef ,Fturning/;

MODEL msliding /Zbeta,ZUdef,ZVdef,Fsliding/;

MODEL mbearing /Zbeta,ZUdef,ZVdef,Fbearing/;

* Inicializacion de los limites inferiores de las restricciones
* asociadas a los coeficientes de seguridad

Fpar (M)=Flo (M) ;

betaa(M)=betalo(M);

* Comienzo del procedimiento iterativo

loop(IT$(error>epsilon),
iteration=iteration+1;

* Escritura del numero de iteraciones
put outl;
put " ITERATION ",iteration:5//;

put " CLASICO -—————————————————————————— "/
* Almacenamiento de los indices de fiabilidad para controlar el error
betaux (M) =betaa (M) ;
* Valores iniciales de las variables x
VarX.1l(X)=DataX(X);
Resolucion del model clasico
SOLVE classic USING nlp MINIMIZING zc;
* Escritura de resultados
put "coste=",zc.1:12:8, " modelstat= ",classic.modelstat,",...
. solvestat= ",classic.solvestat/;
put " cpu=",classic.resusd:9:5//;

*
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put "Los valores medios son A=",VarX.1(’mua’):8:3,",y B=",VarX.1(’mub’):8:3/;

*

Calculo del valor actual de los coeficientes de seguridad
put "Valores actuales de los coeficientes"/;

Fr(’turning’)=(VarX.1(’mua’)*VarX.1l(’mua’)*VarX.1l(’mub’)*DataA(’mugamma’) .

.../ (2*¥DataA(’muH’)*DataA(’muT’)));
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Fr(’sliding’)=(VarX.1(’mua’)*VarX.1l(’mub’)*DataA(’munu’)*DataA(’mugamma’). ..
.../DataA(’muT’));
Fr(’bearing’)=DataA(’muS’)/(VarX.1(’mub’)*DatalA(’mugamma’)) ;
Escritura de los valores actuales
put "Fr(’turning’)=", Fr(’turning’)," Fr(’sliding’)=", Fr(’sliding’),...
." Fr(’bearing’)=", Fr(’bearing’)/;
Almacenamiento en el parametro asociado de los valores optimos de x
DataX(X)=VarX.1l(X);
Resolucion de los subproblemas
loop(M,
Valores iniciales de las variables u y v
VarU.1(X)=DataX(X);
VarV.1(A)=DataA(A);
if (ORD(M) eq 1,
put "----——m——m o VUELCO ---—----————————————————————— "/
Obtencion del indice de fiabilidad para rebase
SOLVE mturning USING nlp MINIMIZING zc;
Escritura de resultados
put "beta=",zc.1:8:3, " modelstat= ",mturning.modelstat,", solvestat= ",
...mturning.solvestat/;
put " cpu=",mturning.resusd:9:5//;
else
if (ORD(M) eq 2,

PUt "Mmmmmmm oo DESLIZAMIENTQ -------=-======————————o—m "/

Obtencion del indice de fiabilidad para deslizamiento
SOLVE msliding USING nlp MINIMIZING zc;
Escritura de resultados
put "betas=",zc.1:8:3, " modelstat= ",msliding.modelstat,", solvestat= ",...
...msliding.solvestat/;
put " cpu=",msliding.resusd:8:3//;
else
put "-—————— HUNDIMIENTO -------————————————————————— "/;
Obtencion del indice de fiabilidad para hundimiento
SOLVE mbearing USING nlp MINIMIZING zc;
Escritura de resultados
put "betas=",zc.1:8:3, " modelstat= ",mbearing.modelstat,", solvestat=",...
...mbearing.solvestat/;
put " cpu=",mbearing.resusd:8:3//;
)3
)3
Almacenamiento de los valores optimos de los indices de fiabilidad
betaa(M)=zc.1;

);
Escritura de valores intermedios
loop(M,
put "beta(’",M.tl,"’)=",betaa(M):6:3," Fpar(’",M.t1l,"’)="Fpar(M):6:3,...
M Fr(O",M.t1:5,"’)=",Fr(M):8:3/;
);

Actualizacion de los limites inferiores de los coeficinetes de seguridad
Fpar (M) =Fpar (M) +rho* (betalo (M) -betaa(M)) ;
Comprobacion de que los nuevos limites no son inferiores a los requeridos
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loop(M,
if (Fpar (M)<Flo(M) ,Fpar M)=Flo(M););
);
* Calculo del error
error=0.0;
loop(M,
if (abs ((betaa(M)-betaux(M)) /betaa(M))>error,
error=abs ((betaa(M)-betaux(M))/betaa(M));
);
);
* Escritura
put "error(",iteration:5,")= ",error:14:12/;
put "--——--—

)

* Fin del procedimiento iterativo
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A.5. Codigo GAMS del Método de Aproximacién por Hi-

perplanos

A continuacién se muestra el codigo GAMS del ejemplo del muro resuelto mediante el

método de aproximacién por hiperplanos:

$title Muro por hiperplanos
* Inicializo el fichero de escritura de resultados

file outl /murohiper.out/;

SETS
X variables de diseno /mua,mub/
A parametros /munu,muT,mugamma,muH,muS/

B parametros y agentes /sigmaa,sigmab,sigmanu,sigmaT,sigmagamma,sigmaH,sigmaS/

M modos de fallo /turning,sliding,bearing/

IT numero maximo de iteraciones /1%20/

ITER(IT) conjunto dinamico para controlar los hiperplanos
FIRST(M) conjunto dinamico para la primera iteracion;

ALTIAS (M,Maux) ;

* Desactivacion de los hiperplanos
ITER(IT)=no;

FIRST(M)=no;

SCALARS
epsilon maxima tolerancia permitida /1le-8/
error parametro de almacenamiento del error /1/
iteration contados de iteraciones /0/;

PARAMETERS
Flo(M) limites inferiores de los coeficientes de seguridad/
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turning 1.5
sliding 1.6
bearing 1.5
/

Fr(M) valores reales de los coeficientes de seguridad
betalo(M) limites inferiores de los indices de fiabilidad/

turning 3.0
sliding 3.0
bearing 3.0
/

betaa(M) valores reales de los indices de fiabilidad
betaux(M) valores auxiliares para el calculo del error
DataX(X) valores iniciales de las variables de diseno /

mua 3
mub 6
/
DataA(A) valores de los parametros y agentes /
munu 0.3
muT 50.0
mugamma 23.0
muH 3.0
mus 220.0
/
DataB(B) valores de los parametros estadisticos/
sigmaa 0.01
sigmab 0.01
sigmanu 0.05
sigmaT 15.0
sigmagamma 0.46
sigmaH 0.2
sigmaS 16.0
/

lambdaK(IT,M,X) pendientes de los hiperplanos aproximantes
XesK(IT,X) valores optimos de las variables x
betaK(IT,M) valores de los indices de fiabilidad para cada valor de x;

VARIABLES
zc variable objetivo decada uno de los modelos
VarX(X) variables de diseno x
VarU(X) variables u asociadas a las x
VarV(A) variables v asociadas a los parametros y agentes
Z(B) variables auxiliares z
beta(M) valores actuales de los indices de fiabilidad;

EQUATIONS

* Ecuaciones del modelo para resolucion del problema maestro (clasico)
ZClassic,turning,sliding,bearing,geometric,betadef,auxbeta

* Ecuaciones para la resolucion de los subproblemas

Zbeta,ZUdef ,ZVdef ,Fturning,Fsliding,Fbearing,fixedX;

* Ecuaciones del modelo para resolucion del problema maestro (clasico)
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ZClassic. .zc=e=VarX(’mua’)*VarX(’mub’) ;

turning. .VarX(’mua’)*VarX(’mua’)*VarX(°mub’)*DataA (’mugamma’)=g=. ..
...2xDataA(’muH’)*DataA (’muT’)*Flo(’turning’) ;

sliding..VarX(’mua’)*VarX(’mub’)*DataA (’munu’)*DatalA (’mugamma’)=g=. ..
...DataA(’muT’)*Flo(’sliding’);

bearing. .DataA(’muS’)=g=VarX(’mub’)*DataA(’mugamma’)*Flo(’bearing’) ;

geometric..VarX(’mua’)*2=e=VarX(’mub’) ;

betadef (ITER,M) $ (FIRST(M)) . .beta(M)=1=betaK (ITER,M)+. ..
.. .sum(X,lambdaK (ITER,M,X) * (VarX (X) -XesK (ITER,X))) ;

auxbeta (M) $ (FIRST(M)) . .beta(M)=g=betalo (M) ;

* Ecuaciones para la resolucion de los subproblemas

Zbeta. .zc=e=sqrt(sum(B,sqr(Z(B))));

ZUdef (X,B)$(ORD(X)=0RD(B)) . .Z(B)=e=(VarU(X)-VarX (X)) /(DataB(B));

ZVdef (A,B) $ (ORD(A)+CARD(X)=0RD(B)) . .Z(B)=e=(VarV(A)-DataA(A))/(DataB(B));
Fturning. .VarU(’mua’)*VarU(’mua’)*VarU(’mub’ ) *VarV(’mugamma’)=e=. . .

... 2%VarV(’muH’ ) *VarV(°muT’) ;
Fsliding..VarU(’mua’)*VarU(’mub’)*VarV(’munu’) *VarV(’mugamma’)=e=VarV(’muT’) ;
Fbearing. .VarU(’mub’)*VarV(’mugamma’)=e=VarV(’muS’) ;
fixedX(X)..VarX(X)=e=DataX(X);

* Planteamiento de los modelos clasico y subproblemas

MODEL classic /ZClassic,turning,sliding,bearing,geometric,betadef,auxbeta/;
MODEL mturning/Zbeta,ZUdef,ZVdef ,Fturning,fixedX/;

MODEL msliding/Zbeta,ZUdef,ZVdef,Fsliding,fixedX/;

MODEL mbearing/Zbeta,ZUdef,ZVdef ,Fbearing,fixedX/;

* Inicializacion de los limites inferiores de los indices de fiabilidad
betaa(M)=betalo (M) ;

lambdaK(IT,M,X)=0.0;

XesK(IT,X)=0.0;

betaK(IT,M)=0.0;

* Comienzo del procedimiento iterativo
loop(IT$(error>epsilon),
iteration=iteration+1;
* Escritura del numero de iteraciones
put outl;
put " ITERATION ",iteration:5//;
put "----————— CLASICO -——=——————————————————————— "/
* Almacenamiento de los indices de fiabilidad para controlar el error
betaux (M)=betaa (M) ;
* Valores iniciales de las variables x
VarX.1(X)=DataX(X);
Resolucion del model clasico
SOLVE classic USING nlp MINIMIZING zc;
* Escritura de resultados
put "coste=",zc.1:8:3, " modelstat= ",classic.modelstat,",...
solvestat= ",classic.solvestat/;
put " cpu=",classic.resusd:8:3//;

*
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put "Los valores medios son A=",VarX.1(’mua’):8:3,",y B=",VarX.1(’mub’):8:3/;
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put "Valores actuales de los coeficientes de seguridad"/;

Calculo del valor actual de los coeficienes de seguridad
Fr(’turning’)=(VarX.1(’mua’)*VarX.1l(’mua’)*VarX.1l(’mub’)*DataA(’mugamma’). ..
.../ (2xDataA(’muH’)*DataA(’muT’)));
Fr(’sliding’)=(VarX.1(’mua’)*VarX.1l(’mub’)*DataA (’munu’)*DataA(’mugamma’). ..
.../DataA(’muT’));
Fr(’bearing’)=DataA(’muS’)/(VarX.1(’mub’)*DatalA(’mugamma’)) ;

Escritura de los valores actuales
put "Fr(’turning’)=", Fr(’turning’)," Fr(’sliding’)=", Fr(’sliding’),...

." Fr(’bearing’)=", Fr(’bearing’)/;

Almacenamiento en el parametro asociado de los valores optimos de x
DataX(X)=VarX.1(X);

XesK(IT,X)=DataX(X);

Resolucion de los subproblemas
loop(M,

Valores iniciales de las variables u y v

VarU.1l(X)=DataX(X);
VarV.1(A)=DataA(A);
if (ORD(M) eq 1,

Resolucion del subproblema asociado a rebase
SOLVE mturning USING nlp MINIMIZING zc;
Escritura de resultados
put "beta=",zc.1:8:3, " modelstat= ",mturning.modelstat,",...
solvestat= ",mturning.solvestat/;
put " cpu=",mturning.resusd:9:5//;
else
if (ORD(M) eq 2,
put "---—————— DESLIZAMIENTQ ----—--——=-————=—————————————— "/
Resolucion del subproblema asociado a deslizamiento
SOLVE msliding USING nlp MINIMIZING zc;
Escritura de resultados
put "betas=",zc.1:8:3, " modelstat= ",msliding.modelstat,",...

solvestat= ",msliding.solvestat/;
put " cpu=",msliding.resusd:8:3//;
else
put "--—m—mmm HUNDIMIENTO -----—---——-———————————————— "/

Resolucion del subproblema asociado a hundimiento
SOLVE mbearing USING nlp MINIMIZING zc;
Escritura de resultados
put "betas=",zc.1:8:3, " modelstat= ",mbearing.modelstat,",...
solvestat= ",mbearing.solvestat/;
put " cpu=",mbearing.resusd:8:3//;
);
);

* Almacenamiento de los valores optimos de los indices de fiabilidad

*

y las derivadas parciales con respecto x
betaa(M)=zc.1;
lambdaK (IT,M,X)=fixedX.m(X) ;
betaK(IT,M)=zc.1;
)3
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* Escritura de valores intermedios
loop(M,
put "beta(’",M.t1:8,"’)=",betaa(M):6:3," Fr(°",M.t1:8,"’)=",Fr(M):6:3/;
);
Calculo del error
error=0.0;
loop (M,
if ((abs(betaa(M)-betaux(M))/betaa(M))>error and betaa(M)>0,
error=(abs (betaa(M)-betaux(M))/betaa(M));

*

)3
)3
* Escritura
put "error(",iteration:5,")= ",error:10:7/;
* Acitvacion del hiperplano para las siguientes iteraciones
FIRST(M)=yes;
ITER(IT)=yes;
)3

* Fin del procedimiento iterativo

A.6. Codigo GAMS para el Estudio de la Sensibilidad.

En esta seccién se presentan los cédigos GAMS para el estudio de las sensibilidades
aplicados al ejemplo del muro. Dado que el estudio de sensibilidad sélo se aplica cuando el
procedimiento ha convergido sdlo se incluird la parte de cédigo que se necesita anadir a los
programas presentados en las secciones |A.4 y [A.5.

Método de relajacién. En el caso del método de relajacién habria que anadir los
siguientes elementos

PARAMETERS
* Puntos de maxima verosimilitud
PMLU (M, X)
PMLV (M, A)
* Parametros para almacenar las sensibilidades
sensFclas (M)
sensAclas(A)
sensBclas(B)
sensMclas (M)
sensF(M,M)
sensX(M,X)
sensA(M,A)
sensB(M,B) ;

VARIABLES
VarA(A) variable auxiliar para los parametros y agentes
VarB(B) variables auxiliar para los parametros estadisticos
Zeta(M,B) variable auxiliar para las variables normales estandar
Fa(M) variables auxiliares para los limites inferiores de los coeficientes...
. de seguridad;
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EQUATIONS

* Ecuaciones del modelo para obtener las sensibilidades del problema maestro
* (clasico)

turningS, slidingS, bearingS, ZUsens, ZVsens, betasens

* Ecuaciones para las sensibilidades de los subproblemas

ZUdefS, ZVdefS;

* Ecuaciones del modelo para obtener las sensibilidades del problema maestro
* (clasico)
turningS. .VarX(’mua’)*VarX(’mua’)*VarX(’mub’)*VarA (’mugamma’)=g=. ..

... 2xVarA(’mul’ ) *VarA(’muT’ ) *Fa(’ turning’) ;
slidingS..VarX(’mua’)*VarX(’mub’)*VarA (’munu’)*VarA (’mugamma’)=g=

... VarACmuT’)*Fa(’sliding’) ;
bearingS. .VarA(’muS’)=g=VarX(’mub’)*VarA(’mugamma’)*Fa(’bearing’) ;
ZUsens(M,X,B)$(ORD(X)=0RD(B)) . .Zeta(M,B)=e=(PMLU(M,X)-VarX(X))/(VarB(B)) ;
ZVsens (M,A,B)$(ORD(A)+CARD(X)=0RD(B)) ..Zeta(M,B)=e=...

... (PMLV(M,A)-VarA(A))/(VarB(B)) ;
betasens (M) . .sqrt (sum(B,Zeta(M,B)*Zeta(M,B)))=g=betalo(M);

* Ecuaciones para las sensibilidades de los subproblemas
ZUdefS(X,B)$(ORD(X)=0RD(B)) . .Z(B)=e=(VarU(X)-VarX(X))/VarB(B);
ZVdefS(A,B)$(ORD(A)+CARD(X)=0RD(B))..Z(B)=e=(VarV(A)-VarA(A))/(VarB(B));

* Planteamiento de los modelos de sensibilidad

MODEL classicS /ZClassic,turningS,slidingS,bearingS,geometric,ZUsens,ZVsens,...
...betasens/;

MODEL mturningS /Zbeta,ZUdefS,ZVdefS,Fturning/;

MODEL mslidingS /Zbeta,ZUdefS,ZVdefS,Fsliding/;

MODEL mbearingS /Zbeta,ZUdefS,ZVdefS,Fbearing/;

*

Inicializacién de los parametros de almacenamiento de los puntos de
maxima verosimilitud (antes del comienzo del procedimiento iterativo)
PMLU(M,X)=0;

PMLV (M, A)=0;

*

*

Almacenamiento de los puntos de maxima verosimilitud
(en el loop M dentro del procedimiento iterativo, despues del calculo
de los indices de fiabilidad)

PMLU(M,X)=VarU.1(X);

PMLV (M, A)=VarV.1(4);

* ¥

* (Tras el procedimiento iterativo)

* Comienzo del estudio de sensibilidad

* Fijo las variables auxiliares a los valores de los paramentros
VarA.fx(A)=DataA(A);

VarB.fx(B)=DataB(B);

Fa.fx(M)=Flo(M);

* Inicializo los valores de las variables normales estandar
loop((M,X,B)$(0ORD(X)=0RD(B)),
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Zeta.l1(M,B)=(PMLU(M,X)-VarX.1(X))/(VarB.1(B));
);
loop((M,A,B)$(ORD(A)+CARD(X)=0RD(B)),
Zeta.1(M,B)=(PMLV(M,A)-VarA.1(A))/(VarB.1(B));
);

* Resolucion del modelo clasico

SOLVE classicS USING nlp MINIMIZING cost;

* Escritura de resultados

put "cost=",cost.1:12:5, " modelstat= ",classicS.modelstat,",...
. solvestat= ",classicS.solvestat/;

put " cpu=",classicS.resusd:8:3//;

* Almacenamiento de las sensibilidades

sensFclas(M)=Fa.m(M) ;

sensAclas(A)=VarA.m(A);

sensBclas(B)=VarB.m(B);

sensMclas (M)=betasens.m(M) ;

* Escritura de las sensibilidades

put "CLASSIC SENSITIVITIES"/;

loop(M,
put " Fa.m(’",M.t1:8,"’)" ,Fa.m(M):8:3/;
);
put /;
loop(A,
put " VarA.m(°",A.t1:8,"’)",VarA.m(A):8:3/;
);
put /;
loop(B,
put " VarB.m(’",B.t1:8,"’)",VarB.m(B):8:3/;
);
put /;
loop(M,
put " betasens.m(’",M.t1:8,"’)" ,betasens.m(M):8:3/;
);
put /;
* Puesta a cero de las sensibilidades
Fa.m(M)=0;
VarA.m(A)=0;
VarB.m(B)=0;
betasens.m(M)=0;
* Fijo las variables de disefio al valor optimo
VarX.fx(X)=DataX(X);
* Ciclo para las sensibilidades de los modelos de fiabilidad
loop(M,
VarU.1(X)=DataX(X);
VarV.1(A)=DataA(A);
if (ORD(M) eq 1,
* Obtencion del indice de fiabilidad para vuelco
SOLVE mturningS USING nlp MINIMIZING zc;
* Escritura de resultados
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put "beta=",zc.1:12:5, " modelstat= ",mturningS.modelstat,",...
. solvestat= ",mturningS.solvestat/;

put " cpu=",mturningS.resusd:8:3//;

put "TURNING SENSITIVITIES"/;

if (ORD(M) eq 2,
* Obtencion del indice de fiabilidad para deslizamiento
SOLVE mslidingS USING nlp MINIMIZING zc;
* Escritura de resultados
put "beta=",zc.1:12:5, " modelstat= ",mslidingS.modelstat,",...
. solvestat= ",mslidingS.solvestat/;
put " cpu=",mslidingS.resusd:8:3//;
put "SLIDING SENSITIVITIES"/;
put "--————---———- "/
else
* Obtencion del indice de fiabilidad para hundimiento
SOLVE mbearingS USING nlp MINIMIZING zc;
* Escritura de resultados
put "beta=",zc.1:12:5, " modelstat= ",mbearingS.modelstat,",...
. solvestat= ",mbearingS.solvestat/;
put " cpu=",mbearingS.resusd:8:3//;
put "BEARING SENSITIVITIES"/;
put "-——————----—- "/
);
);
* Almacenamiento de las sensibilidades
sensX(M,X)=VarX.m(X) ;
sensA(M,A)=VarA.m(A);
sensB(M,B)=VarB.m(B) ;
* Escritura de las sensibilidades
loop(X,
put " VarX.m(’",X.t1:8,"’)",VarX.m(X):8:3/;

);
put /;
loop(A,
put " VarA.m(°",A.t1:8,"’)",VarA.m(A):8:3/;
);
put /;
loop(B,
put " VarB.m(’°",B.t1:8,"’)",VarB.m(B):8:3/;
);
put /;
* Puesta a cero de las sensibilidades
VarX.m(X)=0;
VarA.m(A)=0;
VarB.m(B)=0;

)
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Método de aproximacién por hiperplanos. En el caso del método de aproxi-
macién por hiperplanos habria que anadir los siguientes elementos:

PARAMETERS
* Pendientes de los hiperplanos aproximantes con respecto a parametros y agentes...
. y a paramentros estadisticos
muK (M, A)
deltakK(M,B)
* Parametros para almacenar las sensibilidades
sensFclas (M)
sensAclas(4)
sensBclas(B)
sensMclas (M)
sensF(M,M)
sensX(M,X)
sensA(M,A)
sensB(M,B) ;

VARIABLES
VarA(A) variable auxiliar para los parametros y agentes
VarB(B) variables auxiliar para los parametros estadisticos
Zeta(M,B) variable auxiliar para las variables normales estandar
Fa(M) variables auxiliares para los limites inferiores de los...
. coeficientes de seguridad;

EQUATIONS

* Ecuaciones del modelo para obtener las sensibilidades del problema maestro
* (clasico)

turningS,slidingS,bearingS,betadefS,fixedA(A),fixedB(B)

* Ecuaciones para las sensibilidades de los subproblemas

ZUdefS,ZVdefS;

* Ecuaciones del modelo para obtener las sensibilidades del problema maestro
* (clasico)
turningS. .VarX(’mua’)*VarX(’mua’)*VarX(’mub’)*VarA (’mugamma’)=g=. ..
... 2%VarA(°muH’)*VarA (°muT’ ) *Fa(’ turning’) ;
slidingS..VarX(’mua’)*VarX(’mub’)*VarA (’munu’)*VarA (°mugamma’)=g=. ..
... VarAC’muT’)*Fa(’sliding’) ;
bearingS. .VarA(’muS’)=g=VarX(’mub’)*VarA(’mugamma’)*Fa(’bearing’) ;
betadefS (ITER,M)$(FIRST(M)) . .beta(M)=1=betaK(ITER,M)+...
...sum(X,lambdaK (ITER,M,X) * (VarX(X) -XesK(ITER,X)))+. ..
...sum(A,muK(M,A)*(VarA(A)-DataA(A)))+sum(B,deltakK(M,B) *(VarB(B)-dataB(B)));

* Ecuaciones para las sensibilidades de los subproblemas
ZUdefS(X,B)$ (ORD(X)=0RD(B)) . .Z(B)=e=(VarU(X)-VarX(X))/(VarB(B)) ;
ZVdefS(A,B)$ (ORD (A)+CARD (X)=0RD(B)) . .Z(B)=e=(VarV(A)-VarA(A))/(VarB(B)) ;

* Planteamiento de los modelos de sensibilidad

MODEL mturningS /Zbeta,ZUdefS,ZVdefS,Fturning,fixedX/;
MODEL mslidingS /Zbeta,ZUdefS,ZVdefS,Fsliding,fixedX/;
MODEL mbearingS /Zbeta,ZUdefS,ZVdefS,Fbearing,fixedX/;
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MODEL classicS /ZClassic,turningS,slidingS,bearingS,geometric,betadefS,auxbeta/;

* Comienzo del estudio de sensibilidad
* Fijo las variables auxiliares a los valores de los paramentros
VarA.fx(A)=DataA(A);
VarB.fx(B)=DataB(B) ;
* Inicializacion de parametros
muK (M,A)=0;
deltaK(M,B)=0;
* Ciclo para las sensibilidades de los modelos de fiabilidad
loop(M,
VarU.1(X)=DataX(X);
VarV.1(A)=DataA(A);
if (ORD(M) eq 1,
* Obtencion del indice de fiabilidad para vuelco
SOLVE mturningS USING nlp MINIMIZING zc;
* Escritura de resultados
put "beta=",zc.1:12:5, " modelstat= ",mturningS.modelstat,",...
solvestat= ",mturningS.solvestat/;
put " cpu=",mturningS.resusd:8:3//;
put "TURNING SENSITIVITIES"/;

if (ORD(M) eq 2,
Obtencion del indice de fiabilidad para deslizamiento
SOLVE mslidingS USING nlp MINIMIZING zc;
* Escritura de resultados
put "beta=",zc.1:12:5, " modelstat= ",mslidingS.modelstat,",...
solvestat= ",mslidingS.solvestat/;
put " cpu=",mslidingS.resusd:8:3//;
put "SLIDING SENSITIVITIES"/;
put "-——————mm---- "/
else
* Obtencion del indice de fiabilidad para hundimiento
SOLVE mbearingS USING nlp MINIMIZING zc;
* Escritura de resultados
put "beta=",zc.1:12:5, " modelstat= ",mbearingS.modelstat,",...
solvestat= ",mbearingS.solvestat/;
put " cpu=",mbearingS.resusd:8:3//;
put "BEARING SENSITIVITIES"/;
put "----——-——————- "/,

*

);
);

* Almacenamiento de las sensibilidades
muK(M,A)=VarA.m(A);
deltaK(M,B)=VarB.m(B);
sensX(M,X)=fixedX.m(X);
sensA(M,A)=VarA.m(A);
sensB(M,B)=VarB.m(B) ;

* Escritura de las sensibilidades
loop(X,
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put " VarX.m(’",X.t1:8,"’)",fixedX.m(X):8:3/;

);
put /;
loop(A,
put " VarA.m(°",A.t1:8,"’)",VarA.m(A):8:3/;
);
put /;
loop(B,
put " VarB.m(’",B.t1:8,"’)",VarB.m(B):8:3/;
);
put /;
* Puesta a cero de las sensibilidades
VarX.m(X)=0;
VarA.m(A)=0;
VarB.m(B)=0;

);

* Fijo las variables auxiliares a los valores de los limites

* 1inferiores de los coeficientes de seguridad

Fa.fx(M)=Flo(M);

* Resolucion del modelo clasico

SOLVE classicS USING nlp MINIMIZING zc;

* Escritura de resultados

put "z=",zc.1:8:3, " modelstat= ",classicS.modelstat,",...
. solvestat= ",classicS.solvestat/;

put " cpu=",classicS.resusd:8:3//;

* Almacenamiento de las sensibilidades

sensFclas(M)=Fa.m(M) ;

sensAclas(A)=VarA.m(A);

sensBclas (B)=VarB.m(B) ;

sensMclas (M)=auxbeta.m(M) ;

* Escritura de las sensibilidades

put "CLASSIC SENSITIVITIES"/;

put " Fa.m(’",M.t1:8,"’)" ,Fa.m(M):8:3/;

put " VarA.m(°",A.t1:8,"’)",VarA.m(A):8:3/;

put " VarB.m(’",B.t1:8,"’)",VarB.m(B):8:3/;

put " Auxbeta.m(’",M.t1:8,"’)",auxbeta.m(M):8:3/;
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