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3.1. Datos para el ejemplo numérico del muro. . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.2. Ilustración del procedimiento iterativo de relajación para el ejemplo del

muro. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.3. Ilustración del procedimiento iterativo para el ejemplo del puente grúa. 77
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2.6. Ilustración gráfica del ejemplo computacional 2.1 en el que muestran dife-
rentes contornos de la ecuación de estado ĺımite gZ(z), el punto de inicio
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3.8. Parametrización del dique de escollera usado en el ejemplo. . . . . . . . 78
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Caṕıtulo 1

Medidas de Fiabilidad Estructural

1.1. Introducción

Toda estructura ingenieril debe cumplir una serie de requisitos que la hagan idónea
para cumplir el objetivo deseado. La forma en la que responderá a los est́ımulos externos
(cargas) dependerá del tipo y magnitud de las cargas, del diseño, de las propiedades
de los materiales (resistencia, rigidez, ...), etc. La estructura deberá satisfacer ciertos
requerimientos, que pueden hacer referencia a la seguridad frente al colapso, a las
limitaciones en el daño de ciertos elementos, a excesivas deformaciones que puedan dar
sensación de inseguridad, etc. Cada uno de estos condicionantes se denomina estado
ĺımite, y la superación o violación de un determinado estado ĺımite supone el alcance
de una situación indeseable para la estructura (véase Melchers [96]).

Definición 1.1 (Estado ĺımite). Se entiende por estado ĺımite de una estructura a

la situación para la que, en caso de ser superada, puede considerarse que la estructura

no cumple con alguna de las funciones para las que fue diseñada.

Los estados ĺımites pueden clasificarse en:

1. Parada operativa. Se deben a una interrupción del uso normal, producida prin-
cipalmente por agentes temporales (atmosféricos) que impiden una utilización se-
gura de la estructura, sin perjuicio de que una vez hayan cesado los efectos del
agente se pueda utilizar de nuevo tal y como fue diseñada. Este estado se utiliza
principalmente en ingenieŕıa portuaria, y por ejemplo se da cuando no se puede
utilizar un muelle por haber un temporal muy fuerte.

2. Servicio. Se deben a una interrupción del uso normal, producida por deforma-
ciones excesivas, vibraciones, daños superficiales, etc.

3. Daño. Son problemas que requieren reparaciones importantes para evitar el co-
lapso de la estructura, puede deberse a fisuración excesiva o prematura, deforma-
ciones plásticas, etc.

4. òltimo. Hace referencia al colapso de toda o parte de la estructura, ruptura,
mecanismos plásticos, inestabilidad, fatiga, deterioro importante, etc.

9



10 1. Medidas de Fiabilidad Estructural

Desde el punto de vista práctico, esta claro que el porcentaje de estructuras que
colapsan, o requieren reparaciones importantes es muy pequeño. De tal forma que se
puede afirmar con seguridad que la superación de los estados ĺımites más serios tiene
una tasa muy pequeña de ocurrencia (véase Vrouwenvelder [135]). Ahora śı, cuando
sucede las consecuencias pueden ser devastadoras.

En śıntesis, durante la vida útil, los requisitos mı́nimos a los que al menos, debe dar
respuesta una estructura son: resistencia mecánica y estabilidad, seguridad en caso de
accidente y seguridad de uso. El estudio de la fiabilidad estructural trata de calcular
y predecir la probabilidad de que se produzca la superación de alguno de los estados
ĺımites para los que fue diseñada la estructura.

Definición 1.2 (Vida útil). Se entiende por vida útil de una estructura el periodo de

tiempo, a partir de su puesta en servicio, durante el que debe mantener unas condiciones

de seguridad, funcionalidad y aspecto aceptables. Durante este tiempo requerirá una

conservación normal adecuada sin operaciones de rehabilitación.

La seguridad de una estructura frente al riesgo de violación de un determinado
estado ĺımite puede expresarse en términos de su probabilidad de ocurrencia. Esta
medida puede obtenerse o bien mediante registros de largo periodo de ocurrencia de
eventos en estructuras similares, o con una estimación subjetiva de su valor numérico.
Desde el punto de vista práctico, rara vez se dispone de registros de datos fiables, y por
lo tanto se recurre a una combinación de datos y estimación subjetiva para predecir el
valor de la probabilidad de superación de estado ĺımite.

Existen diferentes maneras de medir la fiabilidad estructural, desde los métodos
clásicos basados en coeficientes de seguridad, que son medidas deterministas que tienen
en cuenta la aleatoriedad de las variables de forma impĺıcita, hasta los más modernos,
basados en probabilidad, que tienen en cuenta de forma expĺıcita la incertidumbre de
las variables aleatorias mediante su función de densidad.

1.2. Medidas Deterministas

1.2.1. Coeficiente de seguridad global

El método tradicional para definir la seguridad estructural es mediante el coeficiente
de seguridad. Sea (X1, X2, . . . , Xn) el conjunto de variables de diseño o factores de
proyecto (resistencias, sobrecargas, dimensiones, ...), que pertenecen a un espacio n-
dimensional. Éste puede ser dividido en dos regiones respecto a un determinado estado
ĺımite (véase la figura 1.1): la región segura en la que se satisfacen los condicionantes
de proyecto, y la región de fallo, en la que deja de cumplirse la función para la que se
diseñó.

Región segura: S ≡ {(x1, x2, . . . , xn)}|g(x1, x2, . . . , xn) > 1},
Región de fallo: F ≡ {(x1, x2, . . . , xn)}|g(x1, x2, . . . , xn) ≤ 1}, (1.1)
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REGION DE FALLO
g(x1, x2)<1

C

C

REGION SEGURA
g(x1, x2)>1

g(x1, x2)=1

X1

(Resistencia R)

X2 (Esfuerzo S)

Figura 1.1: Ilustración de las regiones segura, de fallo y la ecuación de estado ĺımite
para el caso bidimensional.

donde g(x1, x2, . . . , xn) es el cociente adimensional entre dos magnitudes opuestas,

g(x1, x2, . . . , xn) =
hR(x1, x2, . . . , xn)

hS(x1, x2, . . . , xn)
(1.2)

donde hR(x1, x2, . . . , xn) y hS(x1, x2, . . . , xn) son las magnitudes que favorecen la se-
guridad (normalmente términos asociados a las resistencias) frente al estado ĺımite
considerado, y la superación del mismo (usualmente cargas o momentos que actúan),
respectivamente.

Dado que la ecuación (1.1) es una condición ĺımite, el método del coeficiente de
seguridad global considera las variables (X1, X2, . . . , Xn) como deterministas e iguales
a sus valores representativos principales (valores nominales) y añade un margen de
seguridad de la forma siguiente:

g∗(x1, x2, . . . , xn) =
hR(x1, x2, . . . , xn)

hS(x1, x2, . . . , xn)
− F > 0 (1.3)

donde F es el coeficiente de seguridad (F > 1).

En la figura 1.2 puede observarse cómo la utilización para el diseño del coeficiente
de seguridad F implica un aumento de la región segura (la ecuación de estado ĺımite o
rotura g(x1, x2) = 1 se desplaza a la izquierda con respecto a la de la figura 1.1), y por
lo tanto disminuye la incertidumbre de superación del estado ĺımite.
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REGION DE FALLO

REGION SEGURA

g(x1, x2)=1

X1

(Resistencia R)

X2 (Esfuerzo S)

g(x1, x2)=F

REGION SEGURA EXTRA

Más peligroso

Más 

peligroso

C

C

Figura 1.2: Ilustración del aumento de la región segura mediante la utilización del
coeficiente de seguridad global.

Este método pretende eliminar la incertidumbre asociada a la aleatoriedad de las
variables dando un margen entre las magnitudes que pueden impedir el fallo (estabi-
lizadoras) y las que lo pueden provocar (desestabilizadoras). La elección del valor del
factor de seguridad puede deberse a observaciones experimentales, basándose en la ex-
periencia previa, condicionantes poĺıticos, económicos, etc. Usualmente es decidido por
un comité de expertos.

Combinando las expresiones (1.1) y (1.3) se puede escribir la condición de superación
de estado ĺımite como

hR(x1, x2, . . . , xn)

F
≤ hS(x1, x2, . . . , xn). (1.4)

La expresión (1.4) es una ecuación de estado ĺımite cuando se reemplaza el signo de
la desigualdad por igualdad y definirá cuando se alcanza de forma estricta una situación
indeseable en la estructura. Por tanto un diseño será aceptable desde el punto de vista
de la seguridad siempre que no se cumpla la condición (1.4).

Como ejemplo ilustrativo, se particulariza al caso de análisis de tensiones elásti-
co en el que las funciones hR(x1, x2, . . . , xn) y hS(x1, x2, . . . , xn) se corresponden con
las resistencias y los esfuerzos, respectivamente, se obtendrá la siguiente expresión de
seguridad

σi(ǫ) ≤ σpi, (1.5)



1.2 Medidas Deterministas 13

que implica que no se producirá rotura siempre y cuando la componente i-ésima de la
tensión σi(ǫ) en un punto genérico ǫ sea menor que la tensión permisible σpi usualmente
definida en los códigos y normas de diseño estructural. Ésta se obtendrá de la resistencia
de materiales en términos de σui (tensión última resistida) y se reducirá por el coeficiente
de seguridad F :

σpi =
σui

F
(1.6)

La condición de estado ĺımite (1.4) en este caso es

σui(ǫ)

F
≤ σi(ǫ) or

σui(ǫ)

F
/σi(ǫ) ≤ 1. (1.7)

1.2.2. Coeficiente de carga

El ‘coeficiente de carga’ λ es un tipo especial de factor de seguridad desarrollado
inicialmente para estudios de plasticidad. Se define como el factor teórico por el que
hay que multiplicar las cargas que actúan en una estructura para producir su colapso.
Las cargas son aquellas a las que va estar sometida la estructura en condiciones de
servicio y las resistencias se obtienen de la teoŕıa de la plasticidad en estructuras.

Aśı, para un determinado modo de fallo i, se supone que la estructura colapsa si las
resistencias plásticas (Rpi) son menores que las cargas ponderadas (λQj) de la forma

WR(RP ) ≤ WQ(λQ) (1.8)

donde RP es el vector de todas las resistencias plásticas (e.j. momentos plásticos) y Q
es el vector de cargas aplicadas. Los términos WR(·) y WQ(·) son los trabajos internos
y externos, respectivamente, ambos descritos para el modo de fallo considerado.

Si el trabajo externo es proporcional a la carga, como ocurre usualmente, se puede
sacar factor común y descomponer las cargas en varias componentes, asociadas a dis-
tintos fenómenos, tales como peso propio, viento, nieve, etc. Aśı (1.8) puede escribirse
en forma de ecuación de estado ĺımite de la siguiente manera:

WR(RP )

λWQ(QD + QL + ...)
= 1 (1.9)

donde ocurre fallo si el témino de la izquierda es menor que 1.

Este método se incluye, pese a estar actualmente en desuso, por motivos históri-
cos, ya que su evolución posterior dió lugar a los métodos actuales de coeficientes de
seguridad.
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1.2.3. Coeficiente de seguridad parcial

El desarrollo de las dos metodoloǵıas anteriores derivó en la utilización del coefi-
ciente de seguridad parcial, de tal forma que la ecuación de estado ĺımite (1.4) queda
como:

φiRi ≤ γDiSDi + γLiSLi + . . . (1.10)

donde R es la resistencia, φ es el coeficiente parcial asociado a R, y SD y SL son
los efectos producidos por distintas sobrecargas (peso propio, nieve, viento, ...). Orig-
inalmente, esta metodoloǵıa se desarrollo para los códigos de hormigón armado en la
década de los 60. Y permit́ıa ponderar de distinta forma los efectos de las distintas
sobrecargas, corregir desviaciones desfavorables de los valores representativos, corregir
imprecisiones en los modelos, etc. Su consolidación se debió a la flexibilidad con la que
permit́ıa representar las incertidumbres asociadas a las cargas y resistencias.

Obsérvese que en esta subsección se ha prescindido de las expresiones generales
de las funciones hR(x1, x2, . . . , xn) y hS(x1, x2, . . . , xn) de la ecuación (1.2). Esto se
debe a motivos históricos, ya que dado que inicialmente esta teoŕıa se desarrolló para
estudios estructurales, las funciones estaban perfectamente identificadas y el problema
se redućıa al estudio de resistencias (R) y esfuerzos (S). Esto no quiere decir que el
método no sea aplicable a otros campos, o situaciones en los que no sea posible reducir
el problema a esas dos magnitudes.

Considérense dos variables aleatorias X1, X2 que se corresponden con una resistencia
(R) y un esfuerzo (S) en un punto genérico de un sólido. La superación del estado
ĺımite, es decir, que la resistencia sea menor que el esfuerzo que actúa, tiene lugar
tanto más en cuanto los valores de las resistencias y esfuerzos disminuyan y aumenten,
respectivamente. Pues bien, un diseño basado en coeficientes parciales de seguridad
fijaŕıa los valores de las variables (x1, x2) de tal forma que el punto (φx1, γx2) esté en
la región segura (véase la figura 1.3). Los valores de los coeficientes de seguridad han
de cumplir la condición

φ < 1, γ > 1,

es decir, se trata de coeficientes de minoración (resistencias) y mayoración (cargas),
respectivamente.

1.2.4. Deficiencias de las medidas deterministas de la seguridad es-
tructural

En las secciones anteriores se ha visto cómo se utilizan los coeficientes parciales
de seguridad como una medida de la fiabilidad estructural. Éstos depend́ıan del modo
de fallo considerado y de la definición de los esfuerzos S, resistencias R, o de las fun-
ciones hS(x1, x2, . . . , xn) y hR(x1, x2, . . . , xn) dependiendo del método utilizado. Pero
la definición de estos elementos puede no ser única y los valores representativos de
las variables aleatorias (valores nominales) pueden variar (cuantiles diferentes), con lo
cual los valores de los coeficientes tampoco tienen por qué ser únicos. Este fenómeno se
conoce con el nombre de falta de invarianza de las medidas de seguridad, y surge por las
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Figura 1.3: Diseño mediante la utilización de los coeficientes parciales de seguridad.

distintas formas en las que se pueden definir las relaciones entre cargas y resistencias.
Lo ideal, desde el punto de vista de la fiabilidad estructural, es que la determinación
del nivel de seguridad fuera un invariante.

Ejemplo ilustrativo 1.1 (Invarianza de las medidas de fiabilidad). Considérese
la estructura mostrada en la figura 1.4, que está situada sobre dos apoyos. La resis-
tencia a compresión del apoyo B es de R = 24. La seguridad de la estructura puede
determinarse de muchas formas distintas, entre ellas las tres siguientes (véase Ditlevsen
[51] y Melchers [96]):

1. Resistencia al vuelco respecto a A

F1 =
momento resistente respecto a A

momento volcador respecto a A
=

d × R

M + Wd/2
=

10 × 24

100 + 4 × 5
= 2,0

(1.11)

2. Capacidad del apoyo B

F2 =
resistencia a compresión del apoyo B

carga aplicada sobre el apoyo B
=

R

M/d + W/2
=

24

10 + 2
= 2,0

(1.12)

3. Capacidad neta del apoyo B

F3 =
resistencia neta a compresión del apoyo B

carga neta aplicada sobre el apoyo B
=

R − W/2

M/d
=

24 − 2

10
= 2,2
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(1.13)

Nótese que con las dos primeras definiciones del coeficiente de seguridad global
aplicado a la estructura el resultado es el mismo, pero en el último caso el coeficiente
de seguridad es diferente. Aún aśı, las tres definiciones tratan de medir la fiabilidad
frente a la superación del estado ĺımite de rotura del soporte y dado que la estructura
y la hipótesis de carga son únicas, la medida de la fiabilidad tendŕıa que ser igual y no
es aśı.

La solución de este problema mediante coeficientes de seguridad pasa por utilizar
coeficientes de seguridad parciales que hagan que se produzca el fallo en la estructura,
es decir, que el coeficiente de seguridad global sea igual a 1. Lógicamente, dado que la
estructura y el estado ĺımite considerado son los mismos, en rotura estricta F = 1, los
tres coeficientes han de ser iguales. Aśı, por ejemplo, si aplicamos un coeficiente parcial
a la resistencia φ = 0,5 se obtienen los siguientes valores de los coeficientes:

F1 =
dφR

M + Wd/2
=

10 × 0,5 × 24

100 + 4 × 10/2
= 1, (1.14)

F2 =
φR

M/d + W/2
=

0,5 × 24

100/10 + 4/2
= 1, (1.15)

F3 =
φR − W/2

M/d
=

0,5 × 24 − 4/2

100/10
= 1. (1.16)

El mismo resultado podŕıa haberse obtenido utilizando un coeficiente parcial γ = 2
aplicado a las cargas:

F1 =
dR

γ(M + Wd/2)
=

10 × 24

2(100 + 4 × /2)
= 1, (1.17)

F2 =
R

γ(M/d + W/2)
=

24

2(100/10 + 4/2)
= 1, (1.18)

F3 =
R − γW/2

γM/d
=

24 − 24/2

2100/10
= 1. (1.19)

De hecho, cualquier combinación de valores φ, γ que hagan que Fi = 1, igualarán a
1 los demás coeficientes.

F1 =
dφR

γ(M + Wd/2)
, F2 =

φR

γ(M/d + W/2)
, F3 =

φR − γW/2

γM/d
. (1.20)

Una forma alternativa de medir la seguridad es mediante el ‘margen de seguridad’,
que mide el exceso de resistencia comparado con el esfuerzo o sobrecarga resultante. Se
obtiene reordenando los términos de la ecuación (1.3), aśı:

z(x1, x2, . . . , xn) = hR(x1, x2, . . . , xn) − hS(x1, x2, . . . , xn) (1.21)

Para el ejemplo actual, es posible comprobar que en el punto de fallo, es decir,
cuando los valores de las variables aleatorias R, M, W y d hacen que z1 = 0, los valores
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W=4
M=100

d=10A B

Figura 1.4: Estructura del ejemplo 1.1.

de z2 y z3 son también iguales a 0, y viceversa. Aśı, por ejemplo, si R = 24 × 0,8 =
16, M = 1,6 × 100 = 160, W = 1,6 × 4 = 6,4 y d = 10 tenemos que:

z1 = dR − (M + Wd/2) = 10 × 19,2 − (160 + 6,4 × 10/2) = 0,
z2 = R − (M/d + W/2) = 19,2 − (160/10 + 6,4/2) = 0,
z3 = R − W/2 − M/d = 19,2 − 6,4/2 − 160/10 = 0.

(1.22)

1.2.5. Medidas invariantes de la seguridad

En el ejemplo ilustrativo (1.1) se ha comprobado que utilizando unos coeficientes
parciales adecuados para las resistencias y cargas se podŕıa obtener una medida invari-
ante de la seguridad. Este es el motivo por el cual el método que más se emplea en
la actualidad es el de los coeficientes parciales, ya que con una buena selección de los
coeficientes se consige una medida coherente independientemente de la forma en la que
se planteen las ecuaciones de verificación.

La clave para poder utilizar este método adecuadamente es que los coeficientes
φ < 1 deben aplicarse a las resistencias, mientras que los factores γ > 1 han de aplicarse
sólamente a las cargas (véase Ditlevsen [51]). Y además en el punto de fallo del estado
ĺımite, el ratio entre cada par φiRi y γjQj ha de ser igual a 1. Esto equivale a reducir
todas las variables a una base común antes de compararlas.

Otra medida invariante que se emplea en fiabilidad es el margen de seguridad (1.21).

1.3. Medida Parcialmente Probabilista: El Periodo de Re-
torno

En el desarrollo histórico del diseño en ingenieŕıa, las acciones debidas a fenómenos
naturales, tales como vientos, sismos, terremotos, avenidas, etc. se consideraron desde
un principio como aleatorias, tanto espacial como temporalmente. Para eliminar la
incertidumbre temporal se recurrió al periodo de retorno (T ). Obviamente el periodo
de retorno es una variable aleatoria.
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Definición 1.3 (Periodo de retorno). Se entiende por periodo de retorno de un

proceso al tiempo medio que transcurre entre dos eventos sucesivos estad́ısticamente

independientes.

Si la ocurrencia de sucesos es aleatoria, y se considera a la variable X como el
tiempo entre sucesos. Entonces el periodo de retorno se definirá como

T = E(X) (1.23)

donde E(·) representa la esperanza de la variable aleatoria que se indique.
En la mayoŕıa de las aplicaciones prácticas un evento constituye la superación de un

determinado umbral associado con una acción (e. j. caudal > 2000 m3/s), tal evento
puede utilizarse como ‘carga de diseño’ y se considera como determinista en el pro-
cedimiento de diseño. Es por ello, por lo que se considera una medida parcialmente
probabilista.

La definición del periodo de retorno depende en gran medida de las hipótesis consi-
deradas sobre las distribuciones de los sucesos. Aśı, si los sucesos son binomiales, en los
que en cada unidad de tiempo i, se define una variable aleatoria Yi, i = 1, 2, . . . tales
que para cada i

P [Yi = 1] = p, P [Yi = 0] = 1 − p, 0 < p ≤ 1 (1.24)

siendo las Yi; i = 1, 2, . . . variables independientes (variables Bernoulli), en las que el
valor 1 corresponde a suceso observado y el 0 a suceso no observado. Se llama proceso
binomial a la sucesión de estas variables.

El tiempo transcurrido entre sucesos X será una variable aleatoria con distribución
geométrica, que da la probabilidad de que el tiempo transcurrido hasta que sucede la
primera ocurrencia del suceso sea X = x:

P [X = x] = p(1 − p)(x−1) x = 1, 2, . . . (1.25)

El periodo medio entre sucesos o ‘periodo de retorno’ es entonces el valor esperado
de X:

E[X] = T =
∞
∑

x=1

xp(1 − p)(x−1) =

=
p

(1 − (1 − p))2
=

1

p

(1.26)

Por lo tanto el periodo de retorno es igual al inverso de la probabilidad de ocurrencia
del suceso en el periodo de tiempo unidad considerado. Para la mayoŕıa de los problemas
ingenieriles ese periodo es de un año, de tal forma que p es la probabilidad de ocurrencia
del evento x > X en un año, mientras que T es el numero medio de años entre eventos.

La utilización del periodo de retorno tiene dos condicionantes:
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1. La definición de periodo de retorno depende de la escala de tiempo utilizada.

2. La posible ocurrencia de más de un evento dentro de un mismo intervalo es
ignorada. Esto supone que si la frecuencia de ocurrencia del evento considerado
es muy grande comparado con el intervalo de tiempo seleccionado se produce un
gran error en el estudio del proceso.

Por tanto la aproximación descrita es válida sólo para sucesos raros (de baja pro-
babilidad) en el periodo unidad.

1.4. Medidas Probabilistas

1.4.1. Introducción

En la sección 1.2 se ha tratado una medida determinista de la incertidumbre me-
diante el empleo de coeficientes de seguridad. En la sección 1.3 se ha tratado la in-
certidumbre temporal mediante el periodo de retorno, transformando el problema final
en uno determinista. Ahora bien, pese a que ésta es una herramienta muy útil para la
definición de sobrecargas o acciones extremas, ignora el hecho de que incluso para un
tiempo definido, la sobrecarga tiene un nivel de incertidumbre asociado.

La información sobre la incertidumbre de las variables se puede representar mediante
su función de densidad fQ(q), que da la probabilidad de que la carga Q tome el valor
q:

P (q = Q) = fQ(q). (1.27)

Lo mismo ocurre con las demás variables que intervienen (variables de proyec-
to), tales como resistencias, geometŕıas, etc. Tienen unos niveles de incertidumbre que
pueden describirse en términos probabilistas mediante sus respectivas funciones de den-
sidad.

Considérese que todas las variables con cierto nivel de incertidumbre, se pueden
reducir a dos variables aleatorias asociadas a la resistencia R y a los esfuerzos S. Cuyas
funciones de densidad fs y fr son conocidas a partir de las funciones de densidad de las
variables de proyecto. En general, las cargas que actúan en una estructura vaŕıan con
el tiempo, tienden a aumentar de forma fluctuante, y por tanto la función de densidad
asociada a los esfuerzos fs también cambiará. Lo mismo ocurre con las resistencias,
debido al deterioro la resistencia tiende a disminuir con el tiempo, aunque de forma
regular. Esto implica que las funciones de densidad fs y fr se ensanchen en el tiempo
aumentando su incertidumbre y que se acerquen sus valores medios (véase la figura
1.5).

En la mayoŕıa de las situaciones lo que se hace es suponer que las resistencias y
sobrecargas son constantes en el tiempo. Por tanto, y dado que las sobracargas suelen
fluctuar, interesará utilizar la máxima sobrecarga esperada en la vida útil de la obra.
Esta aproximación no es útil cuando se tiene más de una carga o cuando la resistencia
no es constante en el tiempo.
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Figura 1.5: Esquema del problema de la fiabilidad en la escala temporal.

1.4.2. Problema básico en fiabilidad

Una vez que se tienen las funciones de densidad de la resistencia R y de los esfuerzos
S, suponiendo que son invariables en el tiempo, se considera que se produce fallo, o
superación del estado ĺımite cuando la resistencia R es menor que el esfuerzo actuante
S. Entonces, la probabilidad de fallo se puede determinar de cualquiera de las formas
siguientes:

pf = P (R ≤ S) (1.28)

= P (R − S ≤ 0) (1.29)

= P

(

R

S
≤ 1

)

= (1.30)

= P (log R − log S ≤ 0) (1.31)

= P (g∗(R, S) ≤ 0) (1.32)

donde la ecuacion (1.32) es la ecuación de estado ĺımite, y es igual a la expresión
(1.3) particularizada para el caso de que se reduzca el problema global a resistencias y
esfuerzos, y se iguale el coeficiente de seguridad global a F = 1.

Por tanto la probabilidad de fallo de la estructura en este caso es igual a la proba-
bilidad de superación del estado ĺımite.

En la figura 1.6 se muestran la función de densidad conjunta fRS(r, s) de las variables
R y S, y sus correspondientes funciones de densidad marginales. En el caso de que
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Figura 1.6: Ilustración gráfica de la función de densidad conjunta fRS(r, s), de las
funciones de distribución marginales fR(r) y fS(s) y del dominio de rotura o fallo D.

ambas variables sean independientes la función de densidad conjunta se obtendrá como
producto de las marginales (fRS(r, s) = fR(r)fS(s)). Las ecuaciones (1.28)-(1.32) se
representan mediante el dominio D de la figura, de tal forma que la probabilidad de
fallo será:

pf = P (g∗(R, S) ≤ 0) =

∫

D

∫

fRS(r, s)drds =

∫ ∞

−∞

∫ s

−∞

fRS(r, s)drds (1.33)

que representa el volumen encerrado por la función de densidad conjunta en el dominio
de fallo. En el caso de que las variables sean independientes,

pf = P (g∗(R, S) ≤ 0) =

∫ ∞

−∞

(∫ s

−∞

fR(r)dr

)

fS(s)ds. (1.34)

En la figura 1.7(a) están representadas las funciones de densidad marginales de R
y S.

Nótese que la integral en R de la ecuación (1.34) es la definición de su función de
densidad particularizada para el valor r = s, por tanto se puede reescribir la ecuación
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Figura 1.7: Representación gráfica de las funciones de densidad marginales, funciones
de distribución y probabilidad de fallo del problema básico de la fiabilidad.

en la forma:

pf =

∫ ∞

−∞

FR(s)fS(s)ds. (1.35)

De esta forma la probabilidad de fallo está expresada sólamente en función de la
resistencia, con lo que se reduce el orden de integración en una dimensión. Esta última
ecuación se conoce como integral de ‘convolución’ y su significado f́ısico es muy claro
(véase la figura 1.7(b)). El término FR(s) representa la probabilidad de que la resistencia
R sea menor o igual que el esfuerzo s, mientras que fS(s) representa la probabilidad
de que el esfuerzo S sea igual a s.

Si se expresa la probabilidad de fallo en función de la resistencia r, la ecuación
(1.34) queda en la forma (véase la figura 1.7(d)).:

pf =

∫ ∞

−∞

[1 − FS(r)] fR(r)dr. (1.36)
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donde el término 1 − FS(r) es la probabilidad de que el esfuerzo s sea mayor que la
resistencia r, y fR(r) representa la probabilidad de que la resistencia R tome el valor
r. En la figura 1.7(c) se da la interpretación gráfica de la probabilidad de fallo, en la
que se representa la función de densidad de fallo.

Ejemplo ilustrativo 1.2 (Caso especial de variables normales). La solución
anaĺıtica de la integral de convolución es posible en un número reducido de casos. El
más notable es aquel en el que las variables tienen una distribución normal de medias
µR y µS y varianzas σ2

R y σ2
S , respectivamente. Siguiendo las reglas para sustracción de

normales se puede representar el margen de seguridad Z = R − S (ecuaciones (1.21) y
(1.29)) como una variable normal Z ∼ N(µZ , σ2

Z) en la que:

µZ = µR − µS (1.37)

σ2
Z = σ2

R + σ2
S (1.38)

La ecuación (1.29) pasa a ser:

pf = P (R − S ≤ 0) = P (Z ≤ 0) = Φ (Z) = Φ

(

0 − µZ

σZ

)

(1.39)

donde Φ(·) es la función de distribución de la variable N(0, 1). Usando (1.37) y (1.39)
se llega a (Cornell [43]):

pf = Φ

(

0 − (µR − µS)
(

σ2
R + σ2

S

)2

)

= Φ(−β) (1.40)

donde β = µZ/σZ es el ı́ndice de fiabilidad .

1.4.3. Coeficientes de seguridad y valores caracteŕısticos

Las medidas tradicionales de fiabilidad revisadas en las subsecciones anteriores, se
pueden relacionar con la probabilidad de superación de estado ĺımite o probabilidad de
fallo y se puede demostrar anaĺıticamente para el caso del ejemplo ilustrativo 1.2.

Considérese el coeficiente de seguridad central λ0 definido como

λ0 =
µR

µS
. (1.41)

Esta definición no se corresponde con la que comúnmente se utiliza, normalmente
se compara un valor inferior de la resistencia, con un valor superior del esfuerzo. Estos
valores se conocen como ‘caracteŕısticos’, y no son más que un cuantil determinado.

Para el caso de la resistencia, el valor caracteŕıstico se suele tomar como el cuantil
de orden α = 0,05, de tal forma que el valor de la resistencia rk para la cual sólo hay
una probabilidad del 5 % de obtener un valor inferior será:

rk = µR(1 − kRvR) (1.42)
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Figura 1.8: Definición de los valores caracteŕısticos para las resistencias R y los esfuerzos
S.

donde vR = σR/µR es el coeficiente de variación de la resistencia, y kR es una constante
que se obtiene como:

α = Φ

(

rk − µR

σR

)

= Φ(−kR) ; kR = −Φ−1(α) = −Φ−1(0,05) (1.43)

Nótese que el signo de kR resulta de esta forma positivo. De la ecuación (1.43)
operando con el término

rk − µR

σR
= −kR (1.44)

se llega a la ecuación (1.42) (véase la figura 1.8).

Análogamente para el caso de los esfuerzos, pero teniendo en cuenta que ahora se
está en el lado derecho de la distribución (véase la figura 1.8). El valor del esfuerzo
caracteŕıstico (sk) en este caso será el valor del esfuerzo tal que la probabilidad de
tener un esfuerzo mayor sea del α %, igualmente, se suele utizar un valor de α = 0,95:

sk = µS(1 + kSvS) (1.45)



1.4 Medidas Probabilistas 25

donde vS = σS/µS es el coeficiente de variación del efecto de las cargas, y kS es una
constante que se obtiene como:

α = Φ

(

sk − µS

σS

)

= Φ(kS) ; kS = Φ−1(α) = Φ−1(0,95) (1.46)

De la ecuación (1.46) operando con el término

sk − µS

σS
= kS (1.47)

se llega a la ecuación (1.45).
Utilizando los valores caracteŕısticos podemos definir el coeficiente de seguridad

caracteŕıstico λk como:

λk =
rk

sk
(1.48)

Ahora se está en condiciones de dar la relación entre los coeficientes de seguri-
dad ‘central’, ‘caracteŕıstico’ y la probabilidad de fallo pf . Esta relación existe inde-
pendientemente de las distribuciones de las variables pero la expresión anaĺıtica sólo
está disponible para unos casos muy concretos. Aśı, para el caso de variables normales
con el que se ha estado trabajando se tendrá, partiendo de la ecuación (1.40) y dividi-
endo por µS :

pf = Φ

(

0 − (µR − µS)
(

v2
Rµ2

R + v2
Sµ2

S

)1/2

)

= Φ

(

0 − (λ0 − 1)
(

v2
Rλ2

0 + v2
S

)1/2

)

= Φ(−β) (1.49)

donde λ0 se da en (1.41) y β es el ı́ndice de fiabilidad. Por tanto se llega a:

λ0 =
1 + β

(

v2
R + v2

S − β2v2
Rv2

S

)1/2

1 − β2v2
R

. (1.50)

De (1.48), (1.42) y (1.45) se obtiene:

λk =
µR(1 − kRvR)

µS(1 + kSvS)
=

1 − kRvR

1 + kSvS
λ0 (1.51)

de tal forma que se ha logrado relacionar las medidas deterministas de la fiabilidad con
medidas probabilistas, en función de los coeficientes de variación de las variables, que
indican claramente que hay una relación entre los coeficientes y la variabilidad de las
variables. De ah́ı que haya que ser muy cuidadoso en la selección de los coeficientes de
seguridad para tratar de evitar el tratamiento estad́ıstico del problema. Este aspecto
será muy importante para la calibración de códigos y para el desarrollo del método
combinado con coeficientes de seguridad y probabilidades de fallo.
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1.4.4. Problema genérico en fiabilidad

En la mayoŕıa de los problemas a los que se enfrentan los ingenieros hoy en d́ıa,
no es posible reducir el problema a dos variables o términos R y S, ya que puede
haber relaciones de dependencia entre las variables, los términos que afecten a ambos
miembros, etc. Por tanto, se ha de trabajar con el vector de variables de proyecto
(X1, X2, . . . , Xn) que constituyen las variables de diseño y factores de proyecto tales
como (resistencias, sobrecargas, dimensiones, etc.).

En lo relativo a los términos R y S han de ser sustitúıdos por las funciones hR(x1, x2, . . . ,
xn) y hS(x1, x2, . . . , xn) que son las magnitudes que favorecen la seguridad (términos
asociados a las resistencias) frente al estado ĺımite considerado, y la superación del
mismo (cargas que actúan), respectivamente.

Pero incluso se puede generalizar más, de forma que la ecuación de estado ĺımite
quede como la ecuación (1.3):

g∗(x1, x2, . . . , xn) =
hR(x1, x2, . . . , xn)

hS(x1, x2, . . . , xn)
− 1 ≥ 0 (1.52)

que dividirá el espacio n-dimensional en dos regiones:

Región segura: S ≡ {(x1, x2, . . . , xn)}|g∗(x1, x2, . . . , xn) ≥ 0},
Región de fallo: F ≡ {(x1, x2, . . . , xn)}|g∗(x1, x2, . . . , xn) < 0}. (1.53)

Teniendo en cuenta que la función de densidad conjunta de todas las variables de
proyecto es:

f(x) = fX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn;Θ) (1.54)

donde Θ es un vector paramétrico que se definirá más adelante y que contendrá por
ejemplo los parámetros estad́ısticos de las distribuciones de las variables, datos perfecta-
mente definidos dentro del programa, etc., la probabilidad de fallo se obtiene mediante
la expresión:

pf (Θ) =

∫

g∗(x1,x2,...,xn)≤0

fX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn;Θ)dx1dx2 . . . dxn. (1.55)

Observesé que es una probabilidad condicionada, ya que se trata de una estimación
puntual de la probabilidad de fallo para unos valores supuestos del vector Θ, pero
éste puede estar constituido a su vez por variables aleatorias. Con lo cual el problema
quedaŕıa perfectamente definido tomando el valor esperado de la probabilidad de fallo
(Der Kiureghian, [47]):

pf = E[pf (Θ)] =

∫

Θ
pf (Θ)fΞ(Θ)dΘ (1.56)

donde E[·] es el valor esperado, y fΞ(Θ) es la función de densidad conjunta del vector
paramétrico Θ.
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L

c

b

P

Figura 1.9: Viga simplemente apoyada y sección transversal de la misma.

Ejemplo ilustrativo 1.3 (Viga biapoyada con variables logaŕıtmico normales).
Considérese la viga simplemente apoyada de la figura 1.9, donde se aplica una carga P
en el centro del vano, L es la longitud de la viga, y b y c las dimensiones de su sección
transversal.

Para analizar el problema se considera el siguiente conjunto de variables:

Variables aleatorias:

• P : Máximo valor de la carga durante su vida útil.

• s: Resistencia actual.

• L: Longitud actual.

• b: Espesor actual.

• c: Canto actual.

Los valores actuales de las variables son los que tiene la viga una vez que se ha
construido, y que no tienen por qué ser iguales a los esperados.

Variables de diseño:

• P0: Carga fijada por el código para este tipo de estructura.

• s0: Resistencia considerada según los códigos.

• L0: Longitud de diseño, fijada por el proyectista.

• b0: Espesor fijado por el proyectista.

• c0: Canto fijado por el proyectista.

• γ: Coeficiente de seguridad mayorador de la carga P .

• φ: Coeficiente minorador de la resistencia s.

Estos valores son los deseados por el proyectista, en el caso de las dimensiones, y
que pueden diferir de los actuales ya que puede haber errores constructivos. Los
valores fijados por el código, se referirán a valores caracteŕısticos.
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Los valores de las variables L, b y c, aleatorias, tendrán como valores medios o más
probables (dependiendo de la distribución empleada) los valores de las variables fijas
L0, b0 y c0.

En el ejemplo que nos ocupa, se tratará de calcular las dimensiones que ha de tener
una viga de una resistencia determinada, para que salvando una luz dada L0 pueda
soportar la carga a la que va estar sometida con un margen de seguridad razonable.

El diseño clásico, utilizando coeficientes de seguridad planteaŕıa la siguiente ecuación
de estado ĺımite de acuerdo con (1.10):

φs0 =
M

W0
=

γP0L0/4
I0

c0/2

=
3γP0L0

2b0c2
0

, (1.57)

donde W0 e I0 son el momento resistente y el momento de inercia, respectivamente,
asociados a b0 y c0.

La región de fallo del problema (1.52) asociada a este problema se obtiene teniendo
en cuenta que la máxima tensión smax a la que va estar sometida la viga por efecto de
la carga va a ser:

smax =
3PL

2bc2
, (1.58)

el sistema fallará por tanto si smax ≥ s. Por tanto la región de fallo será:

3PL

2bc2
≥ s, (1.59)

es decir

Región segura: s − (3PL)/(2bc2) > 0,
Región de fallo: s − (3PL)/(2bc2) ≤ 0.

(1.60)

Suponiendo que las variables que intervienen siguen distribuciones logaŕıtmico nor-
males:

log P ∼ N(µP , σ2
P ),

log s ∼ N(µs, σ
2
s),

log L ∼ N(µL, σ2
L),

log b ∼ N(µb, σ
2
b ),

log c ∼ N(µc, σ
2
c ).

cuyos valores numéricos se presentan en la tabla 1.1, se puede obtener la probabilidad
de fallo exacta asociada al diseño clásico sin más que utilizar las propiedades de estas
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Tabla 1.1: Medias y desviaciones estándar de los logaritmos de las 5 variables aleatorias
que intervienen en el ejemplo computacional 1.3.

Variable Media Desviación estándar

P µP = log(400000) = 12,8992 σP = 0,257984
s µs = log(25000000) = 17,0344 σs = 0,085172
L µL = log(10) = 2,30259 σL = 0,023026
b µb = log(0,576) = −0,551648 σb = 0,011033
c µc = log(1) = 0 σc = 0,011033

distribuciones, integrando en la región de fallo definida por la ecuación (1.60):

pf = Prob [smax ≥ s] = Prob

[

s − 3PL

2bc2
≤ 0

]

= Prob

[

− 3PL

2bc2s
≤ 1

]

= Prob

[

− log P + log s − log L + log b + 2 log c + log
2

3
≤ 0

]

= F
N(−µP + µs − µL + µb + 2µc + log

2

3
, σ2

P + σ2
s + σ2

L + σ2
b + 4σ2

c )
(0)

= Φ







− log
2

3
+ µP − µs + µL − µb − 2µc

√

σ2
P + σ2

s + σ2
L + σ2

b + 4σ2
c






, (1.61)

donde Φ es la función de distribución de la variable normal estándar N(0, 1).
Asumiendo que los valores fijados por el código y por los condicionantes de uso son

los siguientes:

s0 = 25Mp; P0 = 400000N ; L0 = 10m; γ = 1,6; φ = 1/1,5.

Entonces, de acuerdo con la expresión (1.57) se llega a la conclusión de que nuestro
diseño ha de cumplir

b0c
2
0 = 0,576. (1.62)

El diseñador es libre de elegir entre cualquier par de valores b y c que cumplan la
condición (1.62). Por ejemplo, b0 = 0,576m y c0 = 1,0m.

De acuerdo con la expresión (1.61) la probabilidad de fallo asociada a este diseño
clásico es

pf = Φ(−β) = Φ (−3,19785) = 0,000692289.





Caṕıtulo 2

Métodos para Determinar la Fiabilidad

2.1. Introducción

En el caṕıtulo 1 se han revisado los principios básicos de la fiabilidad estructural.
Desde los trabajos pioneros de Freudenthal [65] en la década de los cincuenta, en los que
comenzó a introducir los conceptos estad́ısticos para calcular la probabilidad de fallo,
se han desarrollado metodoloǵıas que nos permiten dividir los métodos para tratar los
problemas relativos a la fiabilidad en varios niveles:

1. Nivel 1: Se seleccionan coeficientes de seguridad parciales para cada una de las
variables (cargas, resistencias, etc.). Es el método clásico y el más utilizado en los
códigos actuales.

2. Nivel 2: Alternativamente se puede obtener la probabilidad de fallo, pf , que
puede calcularse usando la función de densidad conjunta f(x) = fX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn)
de todas las variables que intervienen mediante la expresión:

pf =

∫

g(x1,x2,...,xn)≤0

fX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn. (2.1)

El problema es que la integral normalmente es dif́ıcil de calcular, debido a dos
razones principales: (a) lo complicado de la función de densidad f(x), y (b)
la complejidad de la región de fallo g(x) ≤ 0. Por tanto, se han de utilizar
métodos aproximados, que se basan en aproximaciones de la función de densi-
dad fX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn), de la región de fallo o ecuación de estado ĺımite
g(x1, x2, . . . , xn) ≤ 0, o de ambas. A este nivel, se utiliza una aproximación de la
distribución de la función de probabilidad usando los dos primeros momentos de
la función de distribución conjunta.

3. Nivel 3: Para el cálculo de la probabilidad de fallo se utiliza la función de densi-
dad conjunta global, y se trata de calcular la probabilidad de fallo exacta. Estos
métodos requieren fórmulas especiales de integración y métodologias espećıficas.

En la tabla 2.1 se presenta un esquema detallado de las metodoloǵıas existentes.

31
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Tabla 2.1: Jerarqúıa de las medidas de fiabilidad estructural.

Nivel Métodos Distribuciones Ecuaciones de Incertidumbre Resultados
de cálculo estad́ısticas estado ĺımite asociada

1: Calibración de No se usan Ecuaciones Factores Coefic.
códigos usando lineales arbitrarios parciales

métodos de nivel usualmente
2 o 3

2: Álgebra de Sólo Lineales o Puede Probab.
Momentos segundo distribuciones aprox. incluirse de fallo

de orden normales lineales como
segundo distribuciones
orden normales

3: Transformaciones Distribuciones Lineales o Puede Probab.
Métodos normales aproximadamente incluirse de fallo
exactos equivalentes lineales

Integración Cualesquiera Cualesquiera variables
numérica y aleatorias
simulación

4: Mı́nimo
Métodos coste o

de decisión máximo
beneficio
(RBO)

Los métodos de nivel 2 para aproximar la integral (2.1) utilizan los dos primeros
momentos de las distribuciones de las variables que intervienen en el caso de que estén
incorrelacionadas, en caso de que haya correlación entre las variables, primeramente
se transforman en variables independientes y posteriormente se trabaja con los dos
primeros momentos de las variables resultantes, con lo cual se trabaja con variables nor-
males independientes. Se emplea una aproximación lineal de la región de fallo (FOSM
‘First Order Second Moment’).

Los trabajos de Mayer [95], Freudenthal [65], Rzhanitzyn [117] y Basler [13] con-
teńıan conceptos asociados con los dos primeros momentos de las distribuciones. Pero
no fue hasta los trabajos de Cornell [43] cuando la metodoloǵıa se asentó y cobró la
relevancia que merećıa.

Los ‘Métodos de Fiabilidad de Primer Orden’ (FORM ‘First Order Reliability
Methods’), usan también aproximaciones lineales de las ecuaciones de estado ĺımite
g(x1, x2, . . . , xn) ≤ 0 pero trabajan con las funciones de densidad exactas de las varia-
bles que intervienen, surgieron en el campo de la fiabilidad estructural con Freudenthal
[65] en 1956, y han sido ampliados por Hasofer y Lind [71], Rackwitz y Flessler [111],
Hohenbichler y Rackwitz [73], Ditlevsen ([52], etc.

Los métodos de segundo orden (SORM ‘Second Order Reliability Methods’) utilizan
un desarrollo en serie de Taylor para aproximar las regiones de fallo (véase, por ejemplo,
Davies [46], Field [61], Breitung [19], Tvedt [130, 131], Der Kiureghian et al. [48], Kat-
suki y Frangopol [77], Koyluoglu y Nielsen [80], Cai y Elishakoff (1994), Papadimitriou
[108] o Zhao y Ono [142]). Para una completa descripción de estos métodos y algunos
ejemplos ilustrativos véase Ditlevsen y Madsen [54] y Madsen, Krenk y Lind [91]. Estos
métodos han demostrado dar resultados muy precisos y son mucho más eficientes que
las técnicas de simulación de Monte Carlo para estimar percentiles extremos (véase,
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por ejemplo, Wirsching y Wu [137], o Haskin, Staple y Ding [70]).
Una alternativa muy extendida es tratar el problema mediante simulación pon-

derada (véase por ejemplo, Siegmund [119], Rubinstein [116], Zhang [141], o Givens
y Raftery [69]). Estas técnicas pueden usarse para disminuir el tiempo y número de
simulaciones con respecto al método básico de Monte Carlo (véase Hesterberg [72]).

2.2. Método basado en los momentos de segundo orden

Dentro de los diferentes métodos para estimar la fiabilidad de un sistema hay uno
que emplea sólo los dos primeros momentos de la función de densidad de cada una
de las variables que intervienen, esto es, la media y la desviación t́ıpica. Por tanto
cada variable está representada por variables normales cuyas distribuciones quedan
perfectamente definidas con los dos primeros momentos.

En el ejemplo ilustrativo 1.2 se mostró que para el caso de dos variables normales
de medias µR y µS y varianzas σ2

R y σ2
S , respectivamente, su margen de seguridad

G = R− S era una variable aleatoria con una distribución normal G ∼ N(µG, σ2
G) con

la que se puede calcular la probabilidad de fallo pf como:

pf = P (R − S ≤ 0) = P (G ≤ 0) = Φ

(

0 − µG

σG

)

(2.2)

donde β = µG/σG es el ı́ndice de fiabilidad.
Evidentemente, la ecuación (2.2) proporciona el valor exacto, ya que tanto R como

S están normalmente distribuidas. En el caso de que tengan otras distribuciones se
obtiene una probabilidad de fallo ‘nominal’. De hecho, conceptualmente es mejor hablar
en términos de ‘́ındice de fiabilidad’ o ‘seguridad’ β que de probabilidad de fallo.

Las ideas descritas anteriormente se pueden extender al caso de ecuaciones de estado
ĺımite con combinaciones lineales de un conjunto de variables aleatorias normales de la
forma:

GX(X) = a0 + a1X1 + a2X2 + . . . + anXn (2.3)

donde GX(X) está normalmente distribuida, por lo que se puede calcular su ı́ndice de
fiabilidad β y su probabilidad de fallo pf .

Dado que
n
∑

i=1
aiXi ∼ N(

n
∑

i=1
aiµXi ,

n
∑

i=1
a2

i σ
2
Xi

),

pf ≤ P (
n
∑

i=1

aiXi ≤ −a0) = F
N

(

n
∑

i=1
aiµXi

,
n
∑

i=1
a2

i σ2
Xi

)(−a0) = Φ













−a0 −
n
∑

i=1
aiµXi

√

n
∑

i=1
a2

i σ
2
Xi













= Φ(−β),

(2.4)

donde FN(·)(x) es la función de distribución de la N

(

n
∑

i=1
aiµXi ,

n
∑

i=1
a2

i σ
2
Xi

)

, y Φ(·) es

la función de distribución de la variable normal estándar N(0, 1).
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Región de fallo

fx(x)

Región segura
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Aproximación lineal
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función de densidad

conjunta

β
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Figura 2.1: Ilustración gráfica de la superficie de estado ĺımite GX(X) = 0 y su aprox-
imación lineal en el entorno del punto x∗ para el caso bidimensional. Interpretación
gráfica del ı́ndice de fiabilidad β de Hasofer-Lind.

En el caso de que la ecuación de estado ĺımite G(X) = 0 fuera no lineal, no se
podŕıan calcular sus dos primeros momentos, por lo que se lineariza G(X) = 0 mediante
desarrollo en serie de Taylor de primer orden en el entorno del punto x∗, con lo que se
obtiene GL(X) = 0. Esta aproximación se conoce como método de primer orden (véase
la figura 2.1).

2.3. Teoŕıa lineal de momentos de segundo orden (FOSM)

2.3.1. Índice de fiabilidad de Hasofer-Lind

En el caṕıtulo 1 en el que se estudiaron las medidas de la fiabilidad estructural, se
vió que uno de los problemas que exist́ıan era la falta de invarianza de algunas de las
metodoloǵıas empleadas. Lógicamente, es deseable, que la medida que se utilice para
determinar si un sistema es lo suficientemente seguro o no, sea independiente de la
definición de la ecuación de estado ĺımite, es decir, que sea invariante. Para solucionar
este problema, Hasofer y Lind [71] propusieron una definición invariante del ı́ndice de
fiabilidad β.

Sea X un vector que contiene las variables aleatorias que intervienen, µX su vector
de medias y σX su matriz de varianzas covarianzas. La formulación matricial del ı́ndice
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de fiabilidad propuesto por Hasofer y Lind es (véase Ditlevsen [53], Veneciano [133] y
Low y Tang [87]):

β = Mı́nimo
x

√

(x − µX)Tσ−1
X (x − µX)T (2.5)

sometido a

gX(x) = 0. (2.6)

El valor óptimo de x = x∗ (véase la figura 2.1) se conoce como ‘punto de diseño’ o
‘punto de máxima verosimilitud’ , y es el punto dentro de la región de fallo en el que
el valor de la función de densidad conjunta de las variables que intervienen fX(x,σX),
que es una función normal multivariada, es máximo. Es decir, es el valor más probable
de las variables de proyecto con el que se produce fallo o superación del estado ĺımite.

Se puede obtener una interpretación más intuitiva del ı́ndice de fiabilidad. Si se
transforman las variables aleatorias X al espacio normal estándar multivariado Z de
forma que:

µZ = 0, σZ = I,

donde µZ es el vector de medias de las nuevas variables, σZ es la nueva matriz de
varianzas-covarianzas, e I es la matriz identidad. El problema (2.5)-(2.6) se transforma
en:

β = Mı́nimo
z

√
zT z (2.7)

sometido a

gZ(z) = 0. (2.8)

En la figura 2.2 se muestra la interpretación gráfica del ı́ndice de fiabilidad en el
espacio z, en la que se comprueba que el ı́ndice de fiabilidad es la distancia mı́nima del
origen de coordenadas al punto más próximo de la ecuación de estado ĺımite. El punto
de diseño z∗ es el transformado del punto x∗.

Ejemplo ilustrativo 2.1 (Indice de fiabilidad de Hasofer-Lind para ecuaciones
de estado ĺımite lineales). Se ha visto que en caso de ecuaciones de estado ĺımite
lineales GX(X) = a0 + a1X1 + a2X2 + . . . + anXn como en (2.3), el ı́ndice de fiabilidad
se pod́ıa calcular como (2.4):

β =

(

a0 +
n
∑

i=1

aiµXi

)/

√

√

√

√

n
∑

i=1

a2
i σ

2
Xi

. (2.9)

Se va a tratar de obtener este resultado resolviendo el problema (2.5)-(2.6) suponiendo
que las variables X son linealmente independientes pero considerando como función
objetivo β2, ya que la solución será la misma:

β2 = Mı́nimo
xi; i = 1, . . . , n

n
∑

i=1
(xi − µXi)

2

σ2
Xi

=
n
∑

i=1

z2
i (2.10)
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Figura 2.2: Ilustración gráfica de la función de densidad normal estándar bivariada, del
ı́ndice de fiabilidad de Hasofer-Lind y del ‘punto de diseño’ o de ‘máxima verosimilitud’
en el espacio z.
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sometido a

gX(x) = a0 + a1x1 + a2x2 + . . . + anxn =
= a0 + a1(µX1 + σX1z1) + . . . + an(µXn + σXnzn) = 0

(2.11)

La función Lagrangiana del problema anterior es:

L(z, λ) =
n
∑

i=1

z2
i + λ (a0 + a1(µX1 + σX1z1) + . . . + an(µXn + σXnzn)) (2.12)

donde λ es el multiplicador de Lagrange asociado a la restricción.
Derivando con respecto a las variables z y λ

∂L(z, λ)

zi
= 2zi + λaiσXi = 0; i = 1, . . . , n (2.13)

∂L(z, λ)

λ
= a0 +

n
∑

i=1

ai(µXi + σXizi) = 0 (2.14)

De la ecuación (2.13) se obtiene

zi =
−λaiσXi

2
,

sustituyendo estos valores en la ecuación (2.14)

a0 +
n
∑

i=1

ai

(

µXi + σXi

−λaiσXi

2

)

= 0,

y despejando el valor de λ,

λ = 2

(

a0 +
n
∑

i=1
aiµXi

)

n
∑

i=1
a2

i σ
2
Xi

.

Sustituyendo los valores de zi y λ en la función objetivo

β2 =
n
∑

i=1

z2
i =

n
∑

i=1

(−λaiσXi

2

)2

=
4λ2

4

n
∑

i=1

a2
i σ

2
Xi

=

(

a0 +
n
∑

i=1
aiµXi

)2

n
∑

i=1
a4

i σ
4
Xi

n
∑

i=1

a2
i σ

2
Xi

(2.15)

simplificando se llega a la conclusión de que el ı́ndice de fiabilidad es:

β =

a0 +
n
∑

i=1
aiµXi

√

n
∑

i=1
a2

i σ
2
Xi

(2.16)

expresión que es idéntica a (2.9).
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2.3.2. Transformación de Hasofer-Lind

El cambio de variable propuesto por Hasofer y Lind, no es esencial para que el
método funcione, ahora bien es muy útil porque en el espacio transformado es más fácil
calcular el punto de diseño y el ı́ndice de fiabilidad. Por lo tanto, un aspecto fundamental
en los métodos FOSM es la transformación de las variables normales multivariadas, en
variables normales estándar independientes N(0, 1). En el caso de que las variables que
intervienen sean independientes se puede utilizar la bien conocida transformación:

Zi =
Xi − µXi

σXi

; ∀i = 1, . . . , n. (2.17)

En el caso de que las variables estén correlacionadas se puede emplear la transfor-
mación ortogonal de variables aleatorias normales.

2.3.2.1. Transformación ortogonal de variables aleatorias normales

Sea X = (X1, X2, . . . , Xn) un vector que contiene las variables aleatorias correla-
cionadas que intervienen en un sistema. Sus valores medios, las varianzas y covarianzas
son, respectivamente

µX = E(X) = (E(X1), E(X2), . . . , E(Xn)) = (µX1 , µX2 , . . . , µXn),

y

σX = cov(Xi, Xj) = σ2
X(i, j). (2.18)

La matriz de varianzas-covarianzas (2.18) será estrictamente diagonal, si las varia-
bles (X1, X2, . . . , Xn) están incorrelacionadas, es decir, si son independientes.

El objetivo de la transformación es obtener un vector linealmente independiente U,
y una matriz de transformación B de forma que

U = BX (2.19)

Es necesario que la transformación sea ortogonal, de forma que las distancias en
ambos espacios X y U sean constantes para que el ı́ndice de fiabilidad sea el mismo.

Observesé, que el vector U sólo será incorrelacionado si la matriz de varianzas-
covarianzas σU transformada es diagonal. Ésta, bajo la transformación lineal (2.19)
queda como:

σU = cov(U,UT ) = cov(BX,XTBT ) = (2.20)

= B cov(X,XT ) BT = B σX BT (2.21)

Del análisis matricial, y teniendo en cuenta que en los problemas ingenieriles, la
matriz de varianzas-covarianzas es simétrica y definida positiva, se puede descomponer
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usando la descomposición de Cholesky, con lo que no tienen que calcularse los autoval-
ores y autovectores, aśı

σX = LLT (2.22)

donde L es una matriz triangular inferior, tal que su inversa B = L−1 será también
triangular inferior y podrá obtenerse fácilmente. Entonces

B σX BT = (B L)
(

LT BT
)

= I (2.23)

donde I es la matriz identidad.

Sustituyendo (2.23) en (2.21) se obtiene

σU = I. (2.24)

El último paso es transformar las variables U ∼ N(µU , I) en el conjunto Z ∼
N(0, In), para lo cual:

Z =
Z − µZ

I
= B(X − µX) (2.25)

Expresión esta última que permite pasar del espacio X al Z.

2.3.3. Ecuación de estado ĺımite último

El método FOSM por tanto, lineariza GX(X) = 0 mediante desarrollo en serie de
Taylor de primer orden en el entorno del punto x∗ obtenido, que es el ‘punto de diseño’
en el espacio X y que se corresponde con el punto z∗. Además, calcula el ı́ndice de
fiabilidad β (véase la figura 2.3).

Hay una relación directa entre el punto de diseño z∗ y el ı́ndice de fiabilidad β. El
vector unitario normal a la ecuación de verificación gZ(z) = 0 en el punto de diseño
viene dado por la expresión:

α =

∂gZ

∂z
√

∂gZ

∂z

T ∂gZ

∂z

(2.26)

Con α (véase la figura 2.3) conocido, las coordenadas del punto de diseño son:

z∗ = −αβ (2.27)

donde el signo negativo proviene del hecho de que el vector α es positivo en el sentido
creciente de gZ(z).

En el caso de tener una ecuación de estado ĺımite lineal de la forma GX(X) =
a0 + a1X1 + a2X2 + . . . + anXn es relativamente fácil encontrar el punto de fallo en el
espacio Z que verifique (2.27) y (2.7)-(2.8) ya que se conoce de antemano la dirección
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Figura 2.3: Ilustración gráfica del ı́ndice de fiabilidad β, de las ecuaciones de estado
ĺımite, tanto lineales como no lineales gZ(z) y de los contornos de la función de densidad
normal estándar bivariada.

del vector α. La ecuación de verificación en el el espacio Z queda utilizando (2.17) de
la forma:

gZ(z) = a0 + a1(µX1 + σX1z1) + a2(µX2 + σX2z1) + . . . + an(µX1 + σXnzn)(2.28)

= a0 +
n
∑

i=1

aiµXi +
n
∑

i=1

aiσXizi (2.29)

= b0 +

n
∑

i=1

bizi (2.30)

donde bi es el coeficiente i-ésimo del hiperplano transformado de GX(X) al espacio
GZ(Z). Calculando el vector normal al nuevo hiperplano se tiene que:

αT =
1

√

n
∑

i=1
b2
i

(b1, b2, . . . , bn) (2.31)

Sustituyendo esta expresión en (2.30), resulta:

gZ(z) = b0 +

√

√

√

√

n
∑

i=1

b2
iα

T z (2.32)
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Dado que en el punto óptimo se ha de cumplir (2.8) se llega a la siguiente expresión:

gZ(z∗) =
b0

√

n
∑

i=1
b2
i

+αTz∗ = 0, (2.33)

en la que se ha dividido la expresión (2.32) por

√

n
∑

i=1
b2
i , que al estar igualada a cero

no vaŕıa el resultado.
Despejando z∗, resulta

z∗ = −α b0
√

n
∑

i=1
b2
i

,

identificando términos entre esta última expresión y (2.27) llegamos a conclusión de
que β es igual a

β =
b0

√

n
∑

i=1
b2
i

(2.34)

y teniendo en cuenta (2.30)

β =

a0 +
n
∑

i=1
aiµXi

√

n
∑

i=1
a2

i σ
2
Xi

(2.35)

que como no pod́ıa ser de otra manera es idéntica a las expresiones (2.16) y (2.9).
Cuando la ecuación de estado ĺımite es no lineal no se pueden obtener los dos

primeros momentos de GX(X) en el espacio X, ni en el espacio Z. Esto se debe a que
una combinación no lineal de variables normales no genera otra variable normal. Por
tanto se procederá a realizar un desarrollo en serie de Taylor en el entorno del punto
de diseño, para lo cual se ha de resolver el problema (2.7)-(2.8).

Introduciendo la función Lagrangiana el problema se transforma en:

L(z, λ) = Mı́nimo
z, λ

√
zTz + λgZ(z) (2.36)

donde λ es el multiplicador de Lagrange asociado a la restricción (2.8).
Derivando con respecto a las variables z y λ e igualando a cero:

∂L
∂zi

= zi

(

zTz
)(−1/2)

+ λ
∂gZ

∂zi
= 0; i = 1, . . . , n

∂L
∂λ

= gZ(z) = 0

(2.37)
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que de forma compacta queda:

0 = zδ−1 + λ∇gZ(z) (2.38)

0 = gZ(z) (2.39)

donde ∇gZ(z) = (∂gZ/∂z1, ∂gZ/∂z2, . . . , ∂gZ/∂zn)T y δ = (zTz)1/2. La expresión (2.39)
se cumple por definición, por lo tanto despejando z de la expresión (2.38)(véase Horne
y Price [75]):

z∗ = −λ∇gZ(z)δ (2.40)

Si el punto obtenido es un máximo, mı́nimo o un punto de silla depende de la
función ∇gZ(z). Suponiendo que es un mı́nimo e identificando términos de la fórmula

(2.40) con los de la expresión (2.27) se tiene que λ = ±
(

∇gZ(z)T∇gZ(z)
)−1/2

y δ = β,
despejando β, se llega a la siguiente expresión:

β =
−z∗

T ∇gZ(z)

(∇gZ(z)T∇gZ(z))1/2
= −z∗

T
α (2.41)

Demostración. Se demostrará mediante el desarrollo en serie de Taylor que efectiva-
mente el β calculado en (2.41) es la mı́nima distancia del origen a la región de fallo.
Linearizando la ecuación de estado ĺımite g(·) en el entorno del supuesto punto de
diseño z∗:

gZ(z) ≈ gZ(z∗) + (z − z∗)T∇gZ(z) (2.42)

como gZ(z∗) está sobre la ecuación de estado ĺımite gZ(z∗) = 0, con lo cual

gZ(z) ≈ −z∗
T ∇gZ(z) + zT∇gZ(z) (2.43)

que es una combinación lineal de variables normales, por lo que pueden calcularse los
dos primeros momentos de la aproximación lineal de gZ(z):

µgZ(z) = −z∗
T ∇gZ(z) (2.44)

σ2
gZ(z) = ∇gZ(z)T∇gZ(z) (2.45)

Como β = µgZ(z)/σgZ(z) se llega a la conclusión de que:

β =
µgZ(z)

σgZ(z)
=

−z∗
T ∇gZ(z)

(∇gZ(z)T∇gZ(z))1/2
= −z∗

T
α (2.46)

que es idéntica a la expresión (2.41), con lo que queda demostrado.

2.3.4. Parámetros de sensibilidad

Los cosenos directores αi calculados en la sección anterior representan la sensibili-
dad de la función de estado ĺımite gZ(z) en z∗ a cambios en la variable zi (Hohenbichler
y Rackwitz [74] y Bjerager y Krenk [17]). Es muy importante para reducir la dimen-
sionalidad de los problemas, y para estudiar que variables tienen más influencia en la
fiabilidad de un sistema. De tal forma que si el valor de la sensibilidad es pequeño se
puede tratar la variable asociada como determinista.
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Conjunto
inicial de
variables

(X1,X2,...,Xn)
Transformación

F marginal

Conjunto de
variables
uniformes

(U1,U2,...,Un)

Figura 2.4: Ilustración de cómo se transforma el conjunto inicial de variables aleatorias
en un conjunto de variables uniformemente distribuidas independientes.

2.4. Métodos de fiabilidad de primer orden (FORM)

En la sección 2.3 hemos visto la metodoloǵıa empleada para calcular la probabilidad
de fallo de un sistema considerando sólo los dos primeros momentos de las variables
aleatorias. En esta sección se estudiará la aproximación lineal del problema pero tra-
bajando con las distribuciones reales de las variables.

La metodoloǵıa es exactamente la misma que en el método FOSM lo único que
cambia es la transformación de las variables aleatorias X = (X1, X2, . . . , Xn) al espacio
normal estándar multivariado Z = (Z1, Z2, . . . , Zn), que al trabajar con las funciones
de densidad exactas requeriran métodos de transformación especiales.

2.4.1. Transformación de las variables

La transformación de una variable aleatoria X independiente con una distribución
cualesquiera en una variable Z normalmente distribuida se conoce como transformación
normal y se puede expresar matemáticamente como:

FX(x) = Φ(z) o bien z = Φ−1(FX(x)) (2.47)

donde FX(x) es la función de distribución de la variable X y Φ es la función de dis-
tribución de la variable normal estándar Z ∼ N(0, 1).

Obsérvese que la tranformación normal requiere una transformación intermedia en
la variable uniforme U = FX(X) (véase la figura 2.4).

En el caso de que las variables no sean independientes se puede aplicar la transfor-
mación de Rosenblatt [114]:

u1 = F1(x1)
u2 = F2(x2|x1)
...

...
...

un = Fn(xn|x1, x2, . . . , xn−1),

(2.48)

con lo que se obtienen las variables uniformes independientes U(0, 1), primer paso de la
figura 2.4. Posteriormente se aplica la transformación normal a las variables uniformes
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(U1, U2, ... ,Un) (Z1, Z2, ... ,Zn)
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variables

normales

Zi=φ-1(Ui)

Figura 2.5: Ilustración de cómo se transforma el conjunto inicial de variables en un
conjunto de variables uniformes indendientes primero, y en un conjunto de variables
normales independientes estándar después.

y se obtienen las Z, segundo paso de la figura 2.5:

z1 = Φ−1 (F1(x1))
z2 = Φ−1 (F2(x2|x1))
...

...
...

zn = Φ−1 (Fn(xn|x1, x2, . . . , xn−1)) .

(2.49)

donde F1(x1), F2(x2|x1), . . . , Fn(xn|x1, x2, . . . , xn−1) son las funciones de distribución
marginales de X1 y de las variables condicionales indicadas, respectivamente.

En los casos en los que no se dispone de la función de densidad conjunta de las
variables que intervienen, sino que se tienen las funciones de distribución marginales
de cada una de las variables Fx(x) y la matriz de correlación ρ no se puede aplicar
Rosenblatt, pero se dispone de la transformación de Nataf [101].

2.4.2. FORM mediante técnicas de optimización

Se puede resolver el problema determinar el punto de diseño y el ı́ndice de fiabilidad
β de la teoŕıa FOSM al caso FORM (véase Hohenbichler y Rackwitz [73]) mediante
técnicas de optimización.

Ejemplo computacional 2.1 (Método FORM). El siguiente ejemplo se encuentra
en Melchers [96] y está adaptado de Dolinsky [55], y Hohenbichler y Rackwitz [73]. Es
uno de los pocos casos en los que se puede tratar anaĺıticamente todo el problema.
Considérese la ecuación de estado ĺımite

gX(x) = 6 − 2x1 − x2

donde x son variables aleatorias con la siguiente función de densidad conjunta:

fX(x) =

{

(ab − 1 + ax1 + bx2 + x1x2) exp (−ax1 − bx2 − x1x2) si x1, x2 ≥ 0
0 en otro caso.

(2.50)



2.4 Métodos de fiabilidad de primer orden (FORM) 45

Las funciones de densidad marginales se obtienen integrando de la forma siguiente:

fX1(x1) =

∞
∫

x2=0

fX(x1, x2)dx2 = a exp (−ax1) (2.51)

fX2(x2) =

∞
∫

x1=0

fX(x1, x2)dx1 = b exp (−bx2), (2.52)

la transformación de Rosenblatt particularizada para este ejemplo será:

Φ(z1) = F1(x1) =

∫ x1

w=0
fX1(w)dw = 1 − exp (−ax1); ∀x1 ≥ 0 (2.53)

Φ(z2) = F2(x2|x1) =

∫ x2

0 fX(x1, w)dw

fX1(x1)

= 1 −
(

1 +
x2

a

)

exp (−bx2 − x1x2). (2.54)

Supóngase que a = 1 y b = 2. Este problema se puede resolver mediante algún
método de optimización, a continuación se presenta el código perteneciente al programa
de optimización GAMS (General Algebraic Modelling System) para resolver el problema
con el método del gradiente reducido generalizado.

$title Ejemplo computacional

file out /libro.out/;

put out;

SETS

I numero de variables aleatorias /1*2/;

SCALARS

pi /3.1415926535898/;

PARAMETERS

a /1.0/

b /2.0/;

VARIABLES

beta indice de fiabilidad

pf probabilidad de fallo (FORM)

z(I) variables aleatorias normales;

POSITIVE VARIABLES

x(I) variables aleatorias;

EQUATIONS

betadef definicion del indice de fiabilidad

Zdef1 transformacion de Rosenblatt para la variable 1

Zdef2 transformacion de Rosenblatt para la variable 2

verdef ecuacion de estado limite;
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z1
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1 2-1-2
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Figura 2.6: Ilustración gráfica del ejemplo computacional 2.1 en el que muestran di-
ferentes contornos de la ecuación de estado ĺımite gZ(z), el punto de inicio z(1), el
correspondiente a la segunda iteración z(2) y el punto solución z∗.
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betadef..beta=e=sqrt(sum(I,sqr(z(I))));

Zdef1..errorf(z(’1’))=e=1-exp(-a*x(’1’));

Zdef2..errorf(z(’2’))=e=1-(1+x(’2’)/a)*exp(-b*x(’2’)-x(’1’)*x(’2’));

verdef..0=e=6-2*x(’1’)-x(’2’);

MODEL ejemplo/betadef,Zdef1,Zdef2,verdef/;

* Valores iniciales de las variables

x.l(’1’)=1.0;

x.l(’2’)=4.0;

put "Valores iniciales"//;

loop(I,

put "x(",I.tl:1,")= ",x.l(I):12:8/;

);

*Resolucion del modelo

SOLVE ejemplo USING nlp MINIMIZING beta;

put "pf= ",(errorf(-beta.l)):12:8,", modelstat= ",ejemplo.modelstat,

", solvestat= ",ejemplo.solvestat/;

put "beta= ",(beta.l):12:8/;

loop(I,

put "z(",I.tl:1,")= ",z.l(I):12:8/;

);

loop(I,

put "x(",I.tl:1,")= ",x.l(I):12:8/;

);

Tras ejecutar se obtendrá la solución en el fichero ‘libro.out’, que tendrá la forma
siguiente:

Valores iniciales

x(1)= 1.00000000

x(2)= 4.00000000

pf= 0.05453556, modelstat= 2.00, solvestat= 1.00

beta= 1.60238010

z(1)= 1.60012890

z(2)= 0.08490869

x(1)= 2.90434319

x(2)= 0.19131363

Los valores solución son:

x∗ = (2,90434, 0,191314)T , z∗ = (1,60013, 0,084909)T y β∗ = 1,60238.
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Fc
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DWL

β

DWL: Profundidad de agua de diseño
H: Altura de ola incidente

Fc: Francobordo

Ola 
incidente

Run up
o ascenso

Figura 2.7: Ilustración del dique en talud y sus principales elementos.

2.4.3. Aplicación del método FORM al rebase de diques en talud

Los diques de escollera como el de la figura 2.7 se construyen a lo largo de las playas
y de la ĺınea de costa para proteger la zona costera de la acción del oleaje durante los
temporales. El cuerpo del dique, ha de ser lo suficientemente resistente para soportar
la acción del oleaje, y lo suficientemente alto para impedir el rebase de agua. Este
fenómeno depende principalmente de relación entre la altura de ola que incide sobre la
estructura y el francobordo de la estructura, es decir, la altura relativa entre el nivel del
mar y la cresta del dique. Aśı, se producirá rebase cuando el ascenso por la pendiente
del talud (‘run-up’) producido por una ola incidente sea mayor que el francobordo.

Losada y Giménez Curto (1979) propusieron una expresión experimental para el
cálculo del ascenso (Ru),

Ru = AuH (1 − exp (BuIr)) , (2.55)

donde

Ru: máximo ascenso de agua.

Ir: número de Irribarren Ir ≈ 1,25T tan β/
√

H, para profundidades reducidas.

Au y Bu: parámetros experimentales dependientes del tipo de material,.
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H y T : altura y periodo de la ola incidente, respectivamente.

tan β: pendiente del talud.

Por tanto, la ecuación de estado ĺımite (verificación de fallo) es

g(Au, Bu, H, T ) = Fc − Ru < 0, (2.56)

donde Fc es el francobordo. Nótese, que si Fc es menor que Ru entonces g(Au, Bu, H, T ) <
0, que significa que ha habido rebase.

2.4.3.1. Hipótesis del modelo

Para el cálculo de la fiabilidad frente al rebase se hacen las siguientes hipótesis:

1. Au y Bu son variables aleatorias normales independientes entre ellas, e indepen-
dientes de (H, T ), ya que dependen del tipo de material y su disposición en el
talud.

2. La función de densidad de la altura relativa de ola es una distribución de Rayleigh

FH(h) = 1 − exp (−1,4162h2), (2.57)

donde h = H/Hs es la altura relativa y Hs es la altura de ola significante de un
estado de mar.

3. La función de densidad conjunta (H/Hs, T/Tz) sigue una distribución de Longuet-
Higgins (LH(ν)), es decir:

f(t, h; ν) = 2

[

1

2

(

1 +
1√

1 + ν2

)]−1

exp

{

−h2

[

1 +

((

1 − 1

t

)

1

ν

)2
]}

h2

νt2
√

π
; h, t ≥ 0,

(2.58)

donde t = T/Tz y Tz es el periodo medio de paso por cero.

Finalmente, la distribución de periodos para un cierto rango de altura de ola puede
obtenerse de la fórmula de la función de densidad condicionada como

f(t|h) =
f(t, h; ν)

f(h)
=

1,416h√
πν

exp

(

−1,4162h2

ν2
(t − 1)2

)

. (2.59)

Esta función de densidad es una normal de media uno. La desviación t́ıpica se
obtiene de forma inmediata como:

σ(t) =
ν

1,416
√

2h
.
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Tabla 2.2: Distribuciones estad́ısticas de las variables en el ejemplo de rebase.

Variable Distribución

Au N(1,05, 0,2102)
Bu N(−0,67, 0,1342)

H/Hs Raileigh(Hs = 5)
(H/Hs, T/Tz) LH(ν = 0,25),Tz = 10

Esta ecuación indica que el rango de la distribución de periodos de acuerdo a una
altura de ola es inversamente proporcional a la altura de ola. Aśı, las alturas de ola
más pequeñas tienen una distribución de periodos más ancha.

La teoŕıa anterior se ha confirmado que es aplicable siempre que se trabaje con
oleajes de espectro estrecho, es decir, valores bajos del parámetro ν (ν2 < 0,36).

En la tabla 2.2 se describen las hipótesis estad́ısticas del modelo para las cuatro
variables aleatorias Au, Bu, H y T .

2.4.3.2. Aplicación del método FORM estándar

Para resolver el problema mediante el método FORM se tienen que realizar los
siguientes pasos:

1. Determinación de la transformación de Rosenblatt

u1 = Φ((Au − ma)/sa)
u2 = Φ((Bu − mb)/sb)
u3 = FH(H/Hs)

u4 = Φ

(

T/Tz − 1

ν/(1,416
√

2h)

)

(2.60)

2. Transformación al espacio multinormal estándar Z

z1 = (Au − ma)/sa

z2 = (Bu − mb)/sb

z3 = Φ−1 (FH(H/Hs))

z4 =
T/Tz − 1

ν/(1,416
√

2h)

(2.61)

3. Planteamiento del problema desde el punto de vista de la optimización:

Minimizar
z1, z2, z3, z4

(

n
∑

i=1
z2
i

)1/2

(2.62)
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sujeto a

z1 = (Au − ma)/sa

z2 = (Bu − mb)/sb

Φ(z3) = FH(H/Hs)

z4 =
T/Tz − 1

(ν/
√

2h1,416)

0 = Fc − AuH
(

1 − exp (1,25BuT tan β/
√

H)
)

.

(2.63)

A continuación se lista el fichero GAMS para la resolución de este problema:

$title Rebase

file out /rebase.out/;

put out;

SETS

I numero de variables aleatorias /1*4/;

SCALARS

pi /3.1415926535898/

a valor asociado a la distribucion de Raileigh /1.416/;

PARAMETERS

ma valor medio de Au /1.05/

sa desviacion estandar de Au /0.210/

mb valor medio de Bu /-0.67/

sb desviacion estandar de Bu /0.134/

Hs altura significante del estado de mar /5.0/

Tz periodo medio del estado de mar /10.0/

nu coeficiente de anchura espectral /0.25/

tanb pendiente del talud

Fc francobordo /10/;

tanb=1/1.5;

VARIABLES

beta indice de fiabilidad

z(I) variables normales estandar

x(I) variables aleatorias;

EQUATIONS

betadef definicion del indice de fiabilidad

Zdef1 transformacion de Rosenblatt asociada a Au

Zdef2 transformacion de Rosenblatt asociada a Bu

Zdef3 transformacion de Rosenblatt asociada a H

Zdef4 transformacion de Rosenblatt asociada a T,H
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verdef ecuacion de estado limite para el rebase;

betadef..beta=e=sqrt(sum(I,sqr(Z(I))));

Zdef1..Z(’1’)=e=(X(’1’)-ma)/sa;

Zdef2..Z(’2’)=e=(X(’2’)-mb)/sb;

Zdef3..errorf(Z(’3’))=e=1-exp(-sqr(a*X(’3’)/Hs));

Zdef4..Z(’4’)=e=(X(’4’)/Tz-1)*(sqrt(2)*a*X(’3’)/Hs)/nu;

verdef..0=e=Fc-X(’1’)*X(’3’)*(1-exp(X(’2’)*1.25*X(’4’)*tanb/sqrt(X(’3’))));

MODEL rebase/betadef,Zdef1,Zdef2,Zdef3,Zdef4,verdef/;

* Inicializacion de la variables

Z.l(I)=0;

X.l(’1’)=ma;

X.l(’2’)=mb;

X.l(’3’)=2.93981;

X.l(’4’)=Tz;

put "Valores iniciales"/;

loop(I,

put "X(",I.tl:1,")= ",X.l(I):12:8/;

);

loop(I,

put "Z(",I.tl:1,")= ",Z.l(I):12:8/;

);

SOLVE rebase USING nlp MINIMIZING beta;

put "pf= ",(errorf(-beta.l)):12:8,", modelstat= ",rebase.modelstat,",

solvestat= ",rebase.solvestat/;

put "beta= ",beta.l:12:8/;

loop(I,

put "Z(",I.tl:1,")= ",Z.l(I):12:8/;

);

put ""/;

put ""/;

loop(I,

put "X(",I.tl:1,")= ",X.l(I):12:8/;

);
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2.4.3.3. Ejemplo numérico

Aplicando las dos metodoloǵıas con los siguientes datos:

ma = 1,05; sa = 0,210; mb = −0,67; sb = 0,134; Hs = 5;
Tz = 10; ν = 0,25; tanβ = 1/1,5; Fc = 10,

(2.64)

se obtiene el mismo resultado, como era de esperar. El ı́ndice de fiabilidad es β∗ =
3,07867, con lo que la probabilidad de fallo es igual a p∗f = 0,0010396. Esto implica
que la probabilidad de que una ola en un estado de mar definido por Hs y Tz produzca
rebase es aproximadamente del 0,1 %. Los valores de las variables en el punto de máxima
verosimilitud o diseño en ambos espacios son:

z∗1 = 1,6287; z∗2 = −0,5308; z∗3 = 2,5483; z∗4 = 0,2233;
A∗

u = 1,3920; B∗
u = −0,7411; H∗ = 8,0669; T ∗ = 10,1728.

El fichero de salida ‘rebase.out’, tendrá la forma siguiente:

Valores iniciales

X(1)= 1.05000000

X(2)= -0.67000000

X(3)= 2.93981000

X(4)= 10.00000000

Z(1)= 0.00000000

Z(2)= 0.00000000

Z(3)= 0.00000000

Z(4)= 0.00000000

pf= 0.00103957, modelstat= 2.00, solvestat= 1.00

beta= 3.07866894

Z(1)= 1.62869708

Z(2)= -0.53081131

Z(3)= 2.54831685

Z(4)= 0.22331340

X(1)= 1.39202639

X(2)= -0.74112872

X(3)= 8.06687811

X(4)= 10.17279893

2.5. Problemas de Optimización Basados en Fiabilidad

La era moderna de la optimización estructural comenzó hace 35 años con el trabajo
pionero de Smicht [120], que mostró claramente que los problemas de diseño estruc-
tural pueden plantearse como problemas de programación matemática. Y dado que las
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técnicas de optimización se han desarrollado enormemente, parece lógico que se traten
de utilizar estas metodoloǵıas para el diseño.

Hay dos filosofias de diseño, ı́ntimamente ligadas a las distintas medidas de la fia-
bilidad estructural (véase el caṕıtulo 1): optimización estructural determinista (DSO,
‘Deterministic Structural Optimization’), y la optimización estructural basada en fia-
bilidad (RBSO, ‘Reliability-Based Structural Optimization’). Dado que los problemas
ingenieriles son claramente no deterministas nos vamos a centrar en esta última.

En las últimas tres décadas se ha publicado una gran cantidad de literatura relativa
a estos asuntos Murotsu, Kishi, Okada, Yonezawa y Taguchi [100], Sorensen [121, 122],
para una revisión exhaustiva de la misma véase Frangopol [64]. Algunas de ellas in-
cluyen las conferencias ICOSSAR-IASSAR: Kobe 1985 (Konishi et al. [79]), San Fran-
cisco 1989 (Ang et al. [6]), Insbruck 1993 (SchŸeller et al. [118]). Las últimas conferen-
cias ICASP-CERRA: Florencia 1983 (Augusti et al. [8]), Vancouver 1987 (Lind [85]),
México 1991 (Esteva y Ruiz [59]) y Paris 1995 (Lemaire et al. [82]). Las Conferencias
Especiales sobre Mecánica Probabilista y Fiabilidad Estructural: Berkeley 1984 (Wen
[136]), BlacksBurg 1988 (Spanos [123]) y Denver 1992 (Lin [84]). Las seis conferencias
sobre Fiabilidad y Optimización de Sistemas Structurales del Grupo de Trabajo IFIP
7.5: Aalborg 1987 (Thoft-Christensen [127]), Londres 1988 (Thoft-Christensen [128]),
Berkeley 1990 (Der Kiureghian y Thoft Christensen [50]) Munich 1991 (Rackwitz y
Thoft-Christensen [112]), Takamatsu-shi 1993 (Thoft Christensen y Ishikawa [129]) y
Assisi 1994 (Rackwitz et al. [110]).

El principal objetivo en el diseño estructural es conseguir estructuras con niveles
de fiabilidad satisfactorios y lo más baratas posibles. Este requerimiento contradictorio
usualmente se consigue mediante métodos deterministas basados en códigos, existen una
gran cantidad de métodos numéricos que resuelven este tipo de problemas (véase Arora
[7], Vanderplaats [132], Adeli [4], Bazaraa et al. [15], Castillo et al. [24], Luenberger [89]),
pero actualmente, estamos en disposición de incluir la parte estad́ıstica del problema
(véase Blockley [18], Ditlevsen y Madsen [54], Eurocódigo [60], ROM [1], Freudenthal
[65], Madsen et al. [91], Melchers [96], Steward y Melchers [124], Wirsching y Wu
[137], Wu, Burnside y Cruse [140]). La minimización del coste no es la única función
objetivo propuesta, de hecho en la optimización determinista usualmente se minimiza el
volumen o peso sujeto a las restricciones impuestas por los códigos para los esfuerzos,
desplazamientos, etc. Y puede ser de interés un diseño que maximice la utilidad de
la estructura, u otra función objetivo que se nos ocurra. Uno de los aspectos más
complicados a la hora de definir la función objetivo de un problema basado en la
fiabilidad es dar un coste monetario a los heridos o muertos que se pudieran producir,
sin embargo, cuando se prescinde de ese término, se pueden diseñar estructuras óptimas
durante la vida útil de la obra teniendo en cuenta costes directos, costes de reparación,
mantenimiento, etc.

2.5.1. Revisión del estado del arte

En esta subsección se recoge una recopilación de trabajos relacionados con la opti-
mización estructural (véase Enevoldsen [56] y Enevoldsen y Sorensen [58]).

Los problemas básicos que se presentan en la optimización estructural tratan de
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minimizar una función objetivo teniendo en consideración la fiabilidad del sistema, es
decir que se añaden restricciones de fiabilidad, pero no sólo asociadas a modos de fallo
independientes sino también relativas a sistemas tanto en serie como en paralelo (véase
Enevoldsen y Sorensen [57], Royset, Der Kiureghian y Polak [115] o Der Kiureghian
y Polak [49]). Las primeras aproximaciones al problema se concentraron en una opti-
mización con dos niveles usando los métodos FORM, y también en una aproximación en
un nivel donde el problema asociado a la fiabilidad se reemplazaba por las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker del problema FORM (Madsen y Friis Hansen [92] y Kuschel
y Rackwitz [81]). La primera aproximación tiene dos problemas (Kirjner-Neto et al.
[78]): el primero que no es posible probar la convergencia de algoritmos estándar. El
segundo es que requiere la evaluación de muchos ı́ndices de fiabilidad, que puede ser
computacionalmente caro, además está limitado al uso de FORM, su extensión a SORM
u otros métodos de fiabilidad es problemática. La segunda aproximación tiene varias
desventajas, el método requiere las derivadas segundas de la ecuación de estado ĺımite,
y está limitada a aproximaciones FORM y SORM y a problemas con fiabilidades asocia-
das a componentes. Para sistemas, sólo se puede aplicar a sistemas en serie separables,
es decir, a aquellos en los que la correlación entre modos de fallo es despreciable. El
método de la superficie de respuesta (‘Response Surface Method’) se ha utilizado para
obtener una solución aproximada usando dos niveles (Gasser y Schueller [68]). También
ha habido esfuerzos para usar optimización estocástica, Marti [94]) y Der Kiureghian y
Polak [49] han reformulado los problemas de diseño relativos a fiabilidad a problemas
de optimización semiinfinitos (Polak [109]). Kirjener-Neto et al. [78] desarrollaron una
aproximación externa para resolver problemas con restricciones en componentes, y Der
Kiureghian y Polak lo extendieron a sistemas estructurales introduciendo los cálculos
relativos a fiabilidad independientemente del procedimiento de optimización.





Caṕıtulo 3

Aplicaciones

3.1. Introducción

En el caṕıtulo 2 se ha revisado el estado del arte de los métodos empleados en
fiabilidad, y se ha llegado a la conclusión de que las metodoloǵıas más interesantes desde
el punto de vista práctico eran las basadas en métodos FORM. Ambas aproximaciones
requieren el cálculo previo del ı́ndice de fiabilidad y del punto de máxima verosimilitud,
que se redućıa a un problema de optimización.

Abdo y Rackwitz [2] y Liu y Der Kiureghian [86] presentaron sendos estudios de
análisis del comportamiento de algoritmos de optimización aplicados a la fiabilidad
estructural. El algoritmo iterativo desarrollado por Rackwitz y Fiessler, véase Madsen,
Krend y Lind [91], ha demostrado ser muy rápido y efectivo en el análisis FORM.

En este caṕıtulo, no se van a discutir los diferentes métodos aplicables a problemas
de fiabilidad, sino que se propondrá y analizará cómo se puede utilizar cualquiera de
los paquetes de optimización estándar existentes en el mercado, para la resolución
de problemas de optimización basados en técnicas de optimización, en particular en
aquellos en los que el cálculo de la solución del problema (2.7)-(2.8) sea sólo una parte
del objetivo del problema.

3.2. Problemas de Optimización Basados en la Fiabilidad

En la sección 2.5 se introdujo el estado del arte de los métodos de optimización
aplicados a la optimización estructural. En esta sección se presentarán de forma más
concreta los diferentes problemas tratados en esta tesis.

3.2.1. Clasificación de las variables

Antes de comenzar con el planteamiento general del problema vamos a clasificar las
distintas variables con las que se va a trabajar, y que inicialmente se engloban en el
vector de variables básicas o de proyecto (X1, X2, . . . , Xn) que constituyen las variables
de diseño y factores de proyecto tales como (resistencias, sobrecargas, dimensiones, ...).
Para que el tratamiento sea lo más general posible se considerará que todas las variables
que intervienen son aleatorias, mientras que las deterministas serán un caso particular
de las anteriores en las que el nivel de incertidumbre asociado es nulo.

57
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Un aspecto muy importante es distinguir entre valores de diseño de las variables
aleatorias, que en este caso se consideran como valores esperados o caracteŕısticos (per-
centiles extremos) y que se denotan como x̄i y x̃i, respectivamente, y el valor real de
la variable. El primero tiene como función tratar de definir el valor seleccionado por
el proyectista o por el procedimiento de optimización para utilizar un valor de cálcu-
lo asociado (valor nominal), mientras que el segundo es el valor verdadero que toma
la variable en realidad, que es aleatorio. Estos valores son seleccionados o bien por el
ingeniero, o bien los definen los códigos o bien son resultado del procedimiento de op-
timización. Aśı, el conjunto inicial de variables básicas (X1, . . . , Xn) puede dividirse en
cinco subconjuntos:

d: Variables de diseño. Son las variables cuyos valores deben obtenerse del proced-
imiento de optimización. Normalmente están asociadas a parámetros que definen
la geometŕıa de la estructura (dimensiones), tales como espesores, alturas, sec-
ciones transversales, etc, a parámetros que definen la configuración, o a los ma-
teriales que la componen,etc. Pueden tener valores deterministas o aleatorios, en
caso de tratarse de variables aleatorias se trabajará con su valor nominal, es decir,
el esperado o caracteŕıstico (d̄ o d̃). Está claro, por ejemplo, que las dimensiones
de un proyecto, en principio son variables fijadas por el proyectista, pero a la
hora de construir hay cierta incertidumbre en su valor final, ésta dependerá del
nivel de control, y puede considerarse como aleatoria. Lo mismo ocurre con las
resistencias, claramente aleatorias.

η: Parámetros. Conjunto de parámetros fijo en el diseño global controlados por el
proyectista, es decir, los valores esperados o caracteŕısticos (η̄ o η̃) asociados a
estas variables no se modifican por la optimización, pero pueden tener carácter
aleatorio que influirá en la fiabilidad.

φ: Agentes. En este conjunto se englobarán todas las variables aleatorias cuyo valor
no depende del proyectista, principalmente engloban este grupo las acciones sobre
la estructura, o parámetros experimentales poco conocidos. Los valores esperados
o caracteŕısticos de estas variables se denotan como (φ̃).

κ: Parámetros estad́ısticos. Constituyen el conjunto de parámetros que definen la
variabilidad y dependencia de las variables aleatorias de los vectores d, η y φ.

ψ: Variables auxiliares o no básicas. Aquellas cuyos valores pueden obtenerse a partir
de alguno de los subconjuntos anteriores aplicando alguna fórmula. Están ı́ntima-
mente ligadas a las variables dependientes, de estado o no básicas del método del
gradiente reducido generalizado.

3.2.2. Problemas de optimización estructural con restricciones de fi-
abilidad

Toda estructura tiene una serie de etapas o periodos caracteŕısticos, comenzando
desde su construcción, vida útil, mantenimiento y reparaciones, desmantelamiento, etc.
Cada una de esas fases tiene una determinada duración en la que la estructura y su
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Vida útil
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Estados
límites
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Normal Extremo Accidental

De servicio

Figura 3.1: Metodoloǵıa general para plantaer el diseño estructural.

entorno están sometidos a una serie de factores que interactúan, y que tienen que ten-
erse en cuenta en la etapa de proyecto. Para simplificar el análisis de las consecuencias
de estas acciones se discretiza en intervalos de tiempo caracterizados por unos valores
de proyecto. Aśı, cada estado de proyecto con su comportamiento en el periodo con-
siderado es una realización de los factores de proyecto, es decir, que se asocia a cada
estado unos valores fijos de las variables. Esta discretización es una simplificación del
proceso estocástico real, de forma que se describe el comportamiento estructural y del
entorno mediante valores deterministas y descriptores estad́ısticos. Durante cada uno
de esos periodos, la respuesta estructural y la explotación se asume que son procesos
estacionarios.

El conjunto de estados de proyecto puede dividirse en tres subconjuntos, asociados
a las condiciones de operatividad normal, extrema o accidental (véase la figura 3.1). Las
primeras incluyen las etapas de proyecto que ocurren habitualmente y para las cuales
se diseñó la estructura. Las condiciones extremas incluyen etapas de proyecto asociadas
con las acciones más severas de los factores de proyecto.

3.2.2.0.1. Estados ĺımites. El objetivo del proyecto es verificar que la estructura
cumplirá los requerimientos para los que fue diseñada en cada una de las etapas. Para
simplificar el proceso de verificación, sólo se comprueban algunos de los posibles estados



60 3. Aplicaciones
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Figura 3.2: Variables, factores, estados de proyecto y modos de evaluación de la fiabil-
idad.

de proyecto, especialmente los que representan situaciones ĺımite con respecto a la
estabilidad, forma, uso y explotación. Por este motivo, se les llama estados ĺımite.

Como se vió en el caṕıtulo 1 hay varios tipos de estados ĺımites que de forma
general se pueden dividir en dos: (1) aquellos que afectan la seguridad y servicio de la
estructura; y (2) aquellos relacionados con el uso y explotación en los que no ocurre fallo
estructural, es decir, una vez que ha cesado el agente que provocó la parada operativa,
la estructura recuperá su servicio normal de uso.

3.2.2.0.2. Modos de fallo. Un modo de fallo describe la forma o mecanismo en
el que puede producirse el fallo o la parada operativa de uno o varios elementos de la
estructura. Los modos que ocurren de forma similar o por el mismo mecanismo se les
asignará el mismo estado ĺımite estructural u operacional (véase la figura 3.2).

3.2.2.0.3. Ecuaciones de verificación. Una ecuación de verificación es la ecuación
que define un modo de fallo. Es necesario establecer una ecuación de verificación para
cada modo de fallo considerado, ya sea de estado ĺımite último, de servicio y para
cada modo de fallo operativo perteneciente a un estado ĺımite operativo. Generalmen-
te se aplica asumiendo que los efectos de los factores de proyecto son estacionarios y
uniformes desde un punto de vista estad́ıstico.

Hay varias formas de establecer la ecuación de verificación: (a) mediante coeficientes
de seguridad, y (b) mediante el margen de seguridad. Tradicionalmente, la verificación
del cumplimiento de los requisitos de seguridad de una estructura en relación a un
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determinado modo de fallo se efectúa mediante coeficientes de seguridad, globales o
parciales.

3.2.2.0.4. Factores de diseño deterministas o aleatorios. La magnitud (y di-
rección) de los factores de proyecto, y consecuentemente, la respuesta de la estructura
y su nivel de explotación vaŕıa con el tiempo. A los factores de proyecto se les puede
asignar un valor nominal (determinista), o un valor basado en un modelo estad́ıstico u
otro procedimiento, como experiencia previa, ensayos de laboratorio, etc. Aśı, durante
el proceso de verificación los factores de proyecto pueden tratarse como deterministas
u aleatorios.

3.2.2.0.5. Diseños óptimos. Pero eso no es todo, sino que en el trabajo diario de
los ingenieros tratando de diseñar estructuras tales como puentes, presas, diques, etc,
tienen como objetivo minimizar el coste satisfaciendo las restricciones y requerimientos
impuestos. El problema de diseñar se convierte por tanto en una tarea complicada e iter-
ativa y usualmente requiere mucha experiencia. Las iteraciones consisten en un proceso
de prueba y error, seleccionando las variables de diseño, y comprobando si se cumplen
las restricciones asociadas a coeficientes a la seguridad, a ecuaciones de funcionalidad,
etc hasta que se obtiene un diseño razonable en términos de coste y seguridad. Para
resolver este problema hay dos aproximaciones posibles: (a) la aproximación clásica,
basada en coeficientes de seguridad (DSO, ‘Deterministic Structural Optimization’), y
(b) la aproximación moderna, basada en probabilidades de fallo (RBSO, ‘Reliability-
Based Structural Optimization’).

Un aspecto muy importante antes de describir los distintos problemas tratados en
esta tesis es que en la aproximación clásica se utilizan restricciones con coeficientes de
seguridad donde las variables se asumen deterministas (valores nominales) e iguales a
sus valores medios o caracteŕısticos (percentiles extremos).

A continuación se analizan de forma exhaustiva problemas en los que las restric-
ciones fijadas por los códigos relativas a la fiabilidad de los componentes estructurales
están asociadas a modos de fallo individuales (véase Frangopol [63], Murotsu et al. [100]
y Sorensen [121]), e invariantes en el tiempo. Por tanto, se tratan los siguientes casos:

1. Diseño clásico con coeficientes de seguridad globales. En este caso, el
ingeniero trata de minimizar una función objetivo sometida a restricciones de
seguridad con coeficientes globales asociados al modo de fallo (véase la subsección
1.2.1), es decir

Minimizar
d̄

c(d̄ , η̃, φ̃,ψ) (3.1)

sujeto a

gi(d̄, η̃, φ̃,ψ) ≥ F 0
i ; ∀i ∈ I (3.2)

rj(d̄, η̃, φ̃,ψ) ≤ 0; ∀j ∈ J (3.3)

h(d̄, η̃, φ̃) = ψ (3.4)

d̄
lo ≤ d̄ ≤ d̄

up
(3.5)
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donde c(d̄, η̃, φ̃,ψ) es la función objetivo a optimizar (función de coste), I es el
conjunto de modos de fallo, gi(d̄, η̃, φ̃,ψ); i ∈ I son los valores actuales de los
coeficientes de seguridad asociados a todos los modos de fallo, respectivamente,
rj(d̄, η̃, φ̃,ψ) ≤ 0; j ∈ J son las restricciones geométricas y las asociadas a los
códigos, h(d̄, η̃, φ̃) son las restricciones que permiten el cálculo de las variables
auxiliares y (3.5) son los ĺımites de las variables de diseño. Nótese que las variables
aleatorias tienen como valores representativos los valores medios o caracteŕısticos
d̄, η̃, φ̃, que permanecen fijos.

2. Diseño moderno. Alternativamente, el diseño moderno trata de minimizar el
coste sometido a restricciones de fiabilidad, es decir

Minimizar
d̄

c(d̄, η̃, φ̃,ψ) (3.6)

sujeto a

βi(d̄, η̃, φ̃,ψ,κ) ≥ β0
i ; ∀i ∈ I (3.7)

rj(d̄, η̃, φ̃,ψ) ≤ 0; ∀j ∈ J (3.8)

h(d̄, η̃, φ̃) = ψ (3.9)

d̄
lo ≤ d̄ ≤ d̄

up
(3.10)

donde βi es el ı́ndice de fiabilidad asociado al modo de fallo i, y β0
i es el corre-

spondiente ĺımite inferior. En este modelo se han sustituido las restricciones (3.2)
clásicas por las restricciones probabilistas (3.7).

3. Diseño mixto global. Existe una alternativa mixta, que combina coeficientes
de seguridad e ı́ndices de fiabilidad (es la base del ‘Probability-Safety Factor
Method’, véase Castillo et al. [33, 27, 20, 34]) y que, en el caso de coeficientes de
seguridad globales puede plantearse como:

Minimizar
d̄

c(d̄, η̃, φ̃,ψ) (3.11)

sujeto a

gi(d̄, η̃, φ̃,ψ) ≥ F 0
i ; ∀i ∈ I (3.12)

βi(d̄, η̃, φ̃,ψ,κ) ≥ β0
i ; ∀i ∈ I (3.13)

rj(d̄, η̃, φ̃,ψ) ≤ 0; ∀j ∈ J (3.14)

h(d̄, η̃, φ̃) = ψ (3.15)

d̄
lo ≤ d̄ ≤ d̄

up
(3.16)

que es exactamente igual al problema (3.1)-(3.5) pero añadiendo las restricciones
probabilistas (3.13).

Desafortunadamente, las alternativas en las que se tienen restricciones o funciones de
coste asociadas a los ı́ndices de fiabilidad β no pueden resolverse directamente mediante
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procedimientos estándar; las restricciones (3.7) y (3.13) implican otros problema de
optimización asociados a cada modo de fallo:

βi(d̄, η̃, φ̃,ψ,κ) = Minimo
d,η,φ

βi(d,η,φ, d̄, η̃, φ̃,ψ,κ) (3.17)

sujeto a

gi(d,η,φ,ψ) = 1 (3.18)

h(d,η,φ) = ψ (3.19)

Sustituyendo el valor de la función βi(d,η,φ, d̄, η̃, φ̃,ψ,κ) por el dado por la
ecuación (2.7) particularizada para este caso, el problema (3.17)-(3.19) se transforma
en:

βi = Minimo
z

√
zTz (3.20)

sujeto a

gi(d,η,φ,ψ) = 1 (3.21)

h(d,η,φ) = ψ (3.22)

T(d,η,φ,κ) = z (3.23)

donde gi(d,η,φ,ψ) = 1 es la ecuación de estado ĺımite en fallo estricto, que es la mis-
ma independientemente de utilizar un modelo con coeficientes de seguridad globales o
parciales (invarianza del ı́ndice de fiabilidad β). Y donde (3.23) es la transformación
de Rosenblatt (2.49) para pasar todas las variables aleatorias al espacio multinormal
estándar Z. Nótese que las variables d,η,φ son las realizaciones de las variables aleato-
rias correspondientes, y que el punto óptimo d∗,η∗,φ∗ es el punto de diseño o máxima
verosimilitud de cada modo de fallo considerado.

Queda claro, por tanto, que los problemas de optimización basados en fiabilidad se
caracterizan por tener dos niveles bien diferenciados:

Nivel 1: Optimización global en las variables d (problema maestro).

Nivel 2: Estimación de la fiabilidad asociada a cada modo de fallo mediante la res-
olución del problema (3.20)-(3.23) (subproblemas).

3.3. Método combinado de probabilidades de fallo y coe-
ficientes de seguridad. Optimización probabilista de
un muro.

En la sección anterior se han presentado varios modelos de optimización con restric-
ciones de seguridad. El caso del modelo mixto propuesto (3.11)-(3.16), nunca antes se
hab́ıan utilizado para el diseño de obras concretas, aunque śı se emplean en cierta forma
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σmean
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Figura 3.3: Muro y fuerzas actuantes.

en la calibración de códigos. Pues bien, estos modelos van a ser la base del método com-
binado de probabilidades de fallo y coeficientes de seguridad (‘Probability-Safety Factor
Method’ PSFM), cuyo fundamento es la utilización de un doble control de la seguridad
mediante las dos metodoloǵıas existentes (véase Castillo et al. [33, 27, 20, 34]), de tal
forma que pueda hacerse un calibrado particular de cada diseño. Las metodoloǵıas de
resolución del modelo son las estudiadas en las subsecciones anteriores.

Para ilustrar estos conceptos y comprobar cómo se aplica y resuelve el método
combinado, considérese el muro de la figura 3.3, donde a y b son el ancho y la altura,
W es su peso por unidad de longitud, T es la fuerza horizontal actuando en el lado
derecho, H es la distancia de aplicación de la fuerza con respecto al terreno, γ es el
peso espećıfico del material del muro, σmean es la tensión media ejercida en el terreno
supuesta homogénea (sin considerar el efecto de T ), S es la resistencia del terreno frente
a hundimiento, y ν es el coeficiente de rozamiento entre el terreno y el muro.

En este ejemplo se va a asumir que las variables aleatorias son a, b, ν, T, γ, H y S,
que además se considerarán independientes con funciones de distribución normales. Se
dividirán, según la clasificación de la sección 3.2.1, en los siguientes subconjuntos:

d: Variables de diseño. Variables, en este caso aleatorias, a determinar por el pro-
cedimiento de optimización:

d = {a, b}

η: Parámetros. Conjunto de variables fijado por el proyectista, los códigos, u otro
condicionante ajeno al procedimiento de optimización, en este caso también se
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Fallo por
vuelco

Fallo por
deslizamiento

Fallo por
hundimiento

Figura 3.4: Ilustración de los tres modos de fallo considerados para el ejemplo del
muro.

han considerado aleatorias:

η = {γ}

φ: Agentes. Variables aleatorias no controladas por el proyectista

η = {ν, T, H, S}

κ: Parámetros estad́ısticos. Definen la variabilidad y dependencia de las variables
aleatorias, en este caso:

κ = {σa, σb, σν , σT , σγ , σH , σS}

donde σ es la desviación t́ıpica de las variables normales consideradas.

ψ: Variables auxiliares o no básicas,. Son aquellas que pueden obtenerse en función
de las demás (d, η y φ) mediante alguna fórmula y sirven para simplificar el
modelado:

ψ = {W, σmean}

Los valores medios o más probables correspondientes a d, y los medios o carac-
teŕısticos correspondientes a η y φ se denominarán d̄, η̃ y φ̃, respectivamente.

Asumiremos los siguientes modos de fallo (véase la figura 3.4):

1. Fallo por vuelco. El coeficiente de seguridad al vuelco Fo se define como el ra-
tio entre los momentos estabilizadores y volcadores respecto de algún punto de
referencia (O en la figura 3.3), como

Fo = go(d̄, η̃, φ̃,ψ) =
momentos estabilizadores

momentos volcadores
=

Wā/2

H̃T̃
=

ā2b̄γ̃

2H̃T̃
≥ F 0

o (3.24)

donde F 0
o es el correspondiente ĺımite inferior del coeficiente de seguridad.
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2. Fallo por deslizamiento. El coeficiente de seguridad al vuelco Fs se define como
el ratio entre las fuerzas horizontales estabilizadoras y desestabilizadoras como

Fs = gs(d̄, η̃, φ̃,ψ) =
fuerzas estabilizadoras

fuerzas desestabilizadoras
=

ν̃W

T̃
=

āb̄ν̃γ̃

T̃
≥ F 0

s (3.25)

donde F 0
s es el correspondiente ĺımite inferior del coeficiente de seguridad asociado

al vuelco.

3. Fallo por hundimiento de la cimentación. El coeficiente de seguridad frente al
hundimiento Fb se define como el ratio entre la capacidad portante del terreno y
la máxima tensión ejercida por la base del muro en el terreno

Fb = gb(d̄, η̃, φ̃,ψ) =
capacidad portante

máxima tensión
=

S̃

σmean
=

S̃

γ̃b̄
≥ F 0

b (3.26)

donde F 0
b es el correspondiente ĺımite inferior del coeficiente de seguridad. Nótese

que se ha hecho una aproximación muy grosera al asumir una distribución cons-
tante de la tensión para simplificar.

Lógicamente, el muro será seguro siempre que se cumpla que Fo, Fs, Fb ≥ 1.

3.3.1. Resolución del método combinado (PSFM) mediante el método
de relajación

El procedimiento de resolución de los modelos combinados consta de tres partes
fundamentales: (1) un diseño clásico óptimo (en el sentido de minimizar una función
objetivo), (2) evaluación de los ı́ndices de fiabilidad para todos los modos de fallo con
el diseño clásico obtenido en (1), y por último, ajuste de los nuevos valores de los
coeficientes de seguridad globales hasta que se satisfagan todas las restricciones de
fiabilidad.

Particularizando para el método de relajación con el problema de diseño mixto
global (3.11)-(3.16):

Resolución del diseño clásico. Se minimiza el siguiente problema de optimización
determinista basado en coeficientes de seguridad. Inicialmente (ν = 1) los coeficientes

de seguridad F
(ν)
i se toman iguales a los ĺımites inferiores de los coeficientes de seguridad

F 0
i .

Minimizar
d̄

c(d̄, η̃, φ̃,ψ) (3.27)

sujeto a

gi(d̄, η̃, φ̃,ψ) ≥ F
(ν)
i : ∀i ∈ I (3.28)

rj(d̄, η̃, φ̃,ψ) ≤ 0 : ∀j ∈ J (3.29)

h(d̄, η̃, φ̃) = ψ (3.30)

d̄
lo ≤ d̄ ≤ d̄

up
(3.31)
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El resultado de este problema será un diseño d̄
(ν)

que satisface las restricciones
(3.28) asociadas a los coeficientes de seguridad y a los condicionantes geométricos o
impuestos por los códigos (3.29). Pero aún no se sabe si se cumplen las relativas a los
ı́ndices de fiabilidad.

Paso 2. Evaluación de los ı́ndices de fiabilidad βi. Se obtienen los ı́ndices de

fiabilidad asociados al diseño clásico anterior d̄
(ν)

mediante el siguiente problema

β
(ν)
i = Mı́nimo

z

√
zTz (3.32)

sujeto a

gi(d,η,φ,ψ) ≥ 1 : λ (3.33)

h(d,η,φ) = ψ (3.34)

T(d,η,φ,κ) = z (3.35)

En esta etapa se resuelven tantos subproblemas como modos de fallo. Nótese que

el valor de d̄
(ν)

está impĺıcito en la transformación de Rosenblatt (3.35) y que λ es el
vector con las variables duales asociadas a la restricción que fija el valor del coeficiente
de seguridad a 1, es decir, fallo estricto.

Paso 3: Comprobación de la convergencia. Si ||β(ν)−β(n−1)|| < ǫ y β(ν) ≥ β0

entonces, para el procedimiento se ha alcanzado la solución. En caso contrario, ir al
paso 4.

Paso 4: Actualización de los coeficientes de seguridad. Los coeficientes de
seguridad se modifican para cumplir las restricciones β0 mediante la fórmula

∆F
(ν)
i = ρ(β0

i − β
(ν)
i ); i ∈ I, (3.36)

donde ρ es el coeficiente de relajación, o la fórmula alternativa

∆F
(ν)
i =

(β0
i − β

(ν)
i )

λi
; i ∈ I. (3.37)

Nótese que si los ı́ndices de fiabilidad actuales β
(ν)
i son menores que los ĺımites

inferiores impuestos β0
i los coeficientes de seguridad aumentan ya que ∆F

(ν)
i > 0. En

caso de que los nuevos valores de los coeficcientes sean menores que F 0
i , los valores de

los coeficientes se mantendrán iguales a F
(ν)
i = F 0

i .
Aumentar ν en una unidad ν = ν + 1 e ir al paso 1.
En la figura 3.5 se muestra el diagrama de flujo básico del método.

Ejemplo ilustrativo 3.1 (Diseño de un muro mediante el método combina-
do de coeficientes de seguridad probabilidades de fallo). Se va a plantear la
resolución del método aplicado al caso del muro presentado en la subsección 3.3.

Suponiendo que las variables aleatorias que intervienen son todas normales:

a ∼ N(ā, σa); b ∼ N(b̄, σb); ν ∼ N(ν̃, σν);
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Cálculo de las 
probabilidades de fallo

Diseño clásico para
coeficientes de seguridad

dados Fi

Actualización de
los coeficientes de

seguridad Fi 

Comienzo

Fin

No

Si

Inicializar los coeficientes
de seguridad a sus 
límites inferiores 

Cambios 
pequeños

en  βi

Figura 3.5: Diagrama de flujo del método combinado de probabilidades de fallo y
coeficientes de seguridad.
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T ∼ N(T̃ , σT ); γ ∼ N(γ̃, σγ); H ∼ N(H̃, σH); S ∼ N(S̃, σS),

donde σa, σb, σν , σT , σγ y σS son la desviaciones t́ıpicas de las variables aleatorias nor-
males a, b, ν, T, γ y S, respectivamente. La transformación de Rosenblatt [114] particu-
larizada para este ejemplo viene dada por

z1 =
a − ā

σa
; z2 =

b − b̄

σb
; z3 =

ν − ν̃

σν
; z4 =

T − T̃

σT
;

z5 =
γ − γ̃

σγ
; z6 =

H − H̃

σH
; z7 =

S − S̃

σS
,

(3.38)

Por tanto, el algoritmo en este caso procede de la siguiente manera:

Paso 0: Iniciación. Hacer

ν = 1; F (1)
o = F 0

o ; F (1)
s = F 0

s ; F
(1)
b = F 0

b

donde los valores F 0
o , F 0

s y F 0
b son los ĺımites inferiores de los coeficientes de seguridad.

Paso 1: Resolución del problema clásico (maestro):

Minimizar
ā, b̄

āb̄ (3.39)

sujeto a

ā2b̄γ̃

2H̃T̃
≥ F (ν)

o (3.40)

āb̄ν̄γ̃

T̃
≥ F (ν)

s (3.41)

S̃

γ̃b̄
≥ F

(ν)
b (3.42)

b̄ = 2ā. (3.43)

Paso 2: Evaluación de los ı́ndices de fiabilidad (subproblemas). Para i =
1, 2, 3:

β
(ν)
i = Mı́nimo

a, b, ν, T, γ, H, S

7
∑

i=1
z2
i (3.44)

sujeto a (3.32) y

a2bγ

2HT
= 1 (3.45)

abνγ

T
= 1 (3.46)
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o

S

γb
= 1 (3.47)

dependiendo de si i = 1, 2 o 3, es decir, si tratamos con el vuelco, deslizamiento
ó hundimiento respectivamente.

Paso 3: Comprobación de la convergencia: Si ||β(ν)−β(ν−1)|| < ǫ y β(ν) > β0

entonces, parar. Si no, ir al paso 4.
Paso 4: Actualizar los coeficientes de seguridad: Los coeficientes de seguridad

se modifican para cumplir las restricciones β0 mediante la fórmula

F
(ν+1)
i = máx

(

F
(ν)
i + ρ(β0

i − β(ν)), F 0
i

)

(3.48)

donde ρ es el coeficiente de relajación, o la fórmula alternativa

F
(ν+1)
i = máx

(

F
(ν)
i +

(β0
i − β

(ν)
i )

λi
, F 0

i

)

(3.49)

Aumentar ν en una unidad ν = ν + 1 e ir al paso 1.

Tabla 3.1: Datos para el ejemplo numérico del muro.

Variable x

a (m) b (m) ν T (kN) γ (kN/m3) H (m) S (kN/m2)

x̄ o x̃ ā b̄ 0,3 50 23 3 220

σx 0,01 0,01 0,05 1 0,46 0,2 16

Usando este algoritmo con los datos de la tabla 3.1 y asumiendo que las restricciones
tanto de coeficientes de seguridad como de ı́ndices de fiabilidad son las siguientes:

F 0
o = 1,5; F 0

s = 1,6; F 0
b = 1,5; β0

o = 3; β0
s = 3; β0

b = 3,

se obtiene que la solución de este problema, como se muestra en la tabla 3.2, que es:
ā = 3,053m y b̄ = 6,107m. El procedimiento converge en sólo 6 iteraciones, y la única
restricción activa es la asociada a βs, las demás (Fo, Fs, Fb, βo y βb) son inactivas. Esto
significa que la restricción del ı́ndice de fiabilidad al deslizamiento es tan restrictiva que
implica que se cumplan todas las demás.

Nótese que los valores del coeficiente de seguridad al vuelco (4,364) y de su ı́ndice
de fiabilidad (8,877) son muy altos, lo que implica que es muy poco probable que falle
por vuelco.

La implementación del método de relajación para resolver problemas de fiabilidad
basándose en el método combinado (PSFM).

En esta sección se muestra el código GAMS del ejemplo del muro resuelto mediante
el método de relajación:
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Tabla 3.2: Ilustración del procedimiento iterativo de relajación para el ejemplo del
muro.

Ĺımites actuales Valores reales Valores reales
t cost a b F 0

o F 0
s F 0

b Fo Fs Fb βo βs βb

1 11.594 2.408 4.816 1.500 1.600 1.500 2.140 1.600 1.986 3.456 1.491 6.763
2 20.332 3.189 6.377 1.500 2.807 1.500 4.970 2.806 1.500 10.132 3.245 4.508
3 18.918 3.076 6.152 1.500 2.611 1.500 4.461 2.611 1.555 9.084 3.042 4.832
4 18.672 3.056 6.112 1.500 2.577 1.500 4.374 2.577 1.565 8.900 3.005 4.890
5 18.645 3.054 6.107 1.500 2.573 1.500 4.365 2.573 1.566 8.879 3.000 4.897
6 18.642 3.053 6.107 1.500 2.573 1.500 4.364 2.573 1.566 8.877 3.000 4.897

$title Muro

file out1 /murorel.out/;

SETS

X variables de diseno /mua,mub/

A parametros y agentes /munu,muT,mugamma,muH,muS/

B parametros estadisticos/sigmaa,sigmab,sigmanu,sigmaT,sigmagamma,sigmaH,sigmaS/

M modos de fallo /turning,sliding,bearing/

IT numero maximo de iteraciones /1*20/;

ALIAS(M,Maux);

SCALARS

epsilon maxima tolerancia permitida /1e-8/

error parametro de almacenamiento del error /1/

iteration contador de iteraciones /0/

rho coeficiente de relajacion /0.8/;

PARAMETERS

Flo(M) limites inferiores de los coeficientes de seguridad/

turning 1.5

sliding 1.6

bearing 1.5

/

Fr(M) valores reales de los coeficientes de seguridad

Fpar(M) valores actuales de los limites inferiores de los coeficientes de seguridad

betalo(M) limites inferiores de los indices de fiabilidad/

turning 3.0

sliding 3.0

bearing 3.0

/

betaa(M) valores reales de los indices de fiabilidad

betaux(M) valores auxiliares para el calculo del error

DataX(X) valores iniciales de las variables de diseno/

mua 3

mub 6

/
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DataA(A) valores de los parametros y agentes/

munu 0.3

muT 50.0

mugamma 23.0

muH 3.0

muS 220.0

/

DataB(B) valores de los parametros estadisticos/

sigmaa 0.01

sigmab 0.01

sigmanu 0.05

sigmaT 15.0

sigmagamma 0.46

sigmaH 0.2

sigmaS 16.0

/;

VARIABLES

zc variable objetivo decada uno de los modelos

VarX(X) variables de diseno x

VarU(X) variables u asociadas a las x

VarV(A) variables v asociadas a las y

Z(B) variables auxiliares z;

EQUATIONS

* Ecuaciones del modelo para resolucion del problema maestro (clasico)

ZClassic, turning, sliding, bearing, geometric

* Ecuaciones para la resolucion de los subproblemas

Zbeta, ZUdef, ZVdef, Fturning, Fsliding, Fbearing;

* Ecuaciones del modelo para resolucion del problema maestro (clasico)

ZClassic..zc=e=VarX(’mua’)*VarX(’mub’);

turning..VarX(’mua’)*VarX(’mua’)*VarX(’mub’)*DataA(’mugamma’)=g=...

...2*DataA(’muH’)*DataA(’muT’)*Fpar(’turning’);

sliding..VarX(’mua’)*VarX(’mub’)*DataA(’munu’)*DataA(’mugamma’)=g=...

...DataA(’muT’)*Fpar(’sliding’);

bearing..DataA(’muS’)=g=VarX(’mub’)*DataA(’mugamma’)*Fpar(’bearing’);

geometric..VarX(’mua’)*2=e=VarX(’mub’);

* Ecuaciones para la resolucion de los subproblemas

Zbeta..ZC=e=sqrt(sum(B,sqr(Z(B))));

ZUdef(X,B)$(ORD(X)=ORD(B))..Z(B)=e=(VarU(X)-DataX(X))/DataB(B);

ZVdef(A,B)$(ORD(A)+CARD(X)=ORD(B))..Z(B)=e=(VarV(A)-DataA(A))/(DataB(B));

Fturning..VarU(’mua’)*VarU(’mua’)*VarU(’mub’)*VarV(’mugamma’)=e=...

...2*VarV(’muH’)*VarV(’muT’);

Fsliding..VarU(’mua’)*VarU(’mub’)*VarV(’munu’)*VarV(’mugamma’)=e=VarV(’muT’);

Fbearing..VarU(’mub’)*VarV(’mugamma’)=e=VarV(’muS’);

* Planteamiento de los modelos clasico y subproblemas

MODEL classic /ZClassic,turning,sliding,bearing,geometric/;

MODEL mturning /Zbeta,ZUdef,ZVdef,Fturning/;

MODEL msliding /Zbeta,ZUdef,ZVdef,Fsliding/;

MODEL mbearing /Zbeta,ZUdef,ZVdef,Fbearing/;

* Inicializacion de los limites inferiores de las restricciones
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* asociadas a los coeficientes de seguridad

Fpar(M)=Flo(M);

betaa(M)=betalo(M);

* Comienzo del procedimiento iterativo

loop(IT$(error>epsilon),

iteration=iteration+1;

* Escritura del numero de iteraciones

put out1;

put " ITERATION ",iteration:5//;

put "----------------------------- CLASICO ---------------------------"/;

* Almacenamiento de los indices de fiabilidad para controlar el error

betaux(M)=betaa(M);

* Valores iniciales de las variables x

VarX.l(X)=DataX(X);

* Resolucion del model clasico

SOLVE classic USING nlp MINIMIZING zc;

* Escritura de resultados

put "coste=",zc.l:12:8, " modelstat= ",classic.modelstat,",...

... solvestat= ",classic.solvestat/;

put " cpu=",classic.resusd:9:5//;

put "Los valores medios son A=",VarX.l(’mua’):8:3,",y B=",VarX.l(’mub’):8:3/;

* Calculo del valor actual de los coeficientes de seguridad

put "Valores actuales de los coeficientes"/;

Fr(’turning’)=(VarX.l(’mua’)*VarX.l(’mua’)*VarX.l(’mub’)*DataA(’mugamma’)...

.../(2*DataA(’muH’)*DataA(’muT’)));

Fr(’sliding’)=(VarX.l(’mua’)*VarX.l(’mub’)*DataA(’munu’)*DataA(’mugamma’)...

.../DataA(’muT’));

Fr(’bearing’)=DataA(’muS’)/(VarX.l(’mub’)*DataA(’mugamma’));

* Escritura de los valores actuales

put "Fr(’turning’)=", Fr(’turning’)," Fr(’sliding’)=", Fr(’sliding’),...

..." Fr(’bearing’)=", Fr(’bearing’)/;

* Almacenamiento en el parametro asociado de los valores optimos de x

DataX(X)=VarX.l(X);

* Resolucion de los subproblemas

loop(M,

* Valores iniciales de las variables u y v

VarU.l(X)=DataX(X);

VarV.l(A)=DataA(A);

if(ORD(M) eq 1,

put "------------------------------- VUELCO -----------------------------"/;

* Obtencion del indice de fiabilidad para rebase

SOLVE mturning USING nlp MINIMIZING zc;

* Escritura de resultados

put "beta=",zc.l:8:3, " modelstat= ",mturning.modelstat,", solvestat= ",...

...mturning.solvestat/;

put " cpu=",mturning.resusd:9:5//;

else

if(ORD(M) eq 2,

put "------------------------------- DESLIZAMIENTO ----------------------------"/;

* Obtencion del indice de fiabilidad para deslizamiento

SOLVE msliding USING nlp MINIMIZING zc;

* Escritura de resultados

put "betas=",zc.l:8:3, " modelstat= ",msliding.modelstat,", solvestat= ",...
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...msliding.solvestat/;

put " cpu=",msliding.resusd:8:3//;

else

put "------------------------------- HUNDIMIENTO ----------------------------"/;

* Obtencion del indice de fiabilidad para hundimiento

SOLVE mbearing USING nlp MINIMIZING zc;

* Escritura de resultados

put "betas=",zc.l:8:3, " modelstat= ",mbearing.modelstat,", solvestat= ",...

...mbearing.solvestat/;

put " cpu=",mbearing.resusd:8:3//;

);

);

* Almacenamiento de los valores optimos de los indices de fiabilidad

betaa(M)=zc.l;

);

* Escritura de valores intermedios

loop(M,

put "beta(’",M.tl,"’)=",betaa(M):6:3," Fpar(’",M.tl,"’)=",Fpar(M):6:3,...

..." Fr(’",M.tl:5,"’)=",Fr(M):8:3/;

);

* Actualizacion de los limites inferiores de los coeficinetes de seguridad

Fpar(M)=Fpar(M)+rho*(betalo(M)-betaa(M));

* Comprobacion de que los nuevos limites no son inferiores a los requeridos

loop(M,

if(Fpar(M)<Flo(M),Fpar(M)=Flo(M););

);

* Calculo del error

error=0.0;

loop(M,

if(abs((betaa(M)-betaux(M))/betaa(M))>error,

error=abs((betaa(M)-betaux(M))/betaa(M));

);

);

* Escritura

put "error(",iteration:5,")= ",error:14:12/;

put "------------------------------------------------------------------------"//;

);

* Fin del procedimiento iterativo

3.4. Aplicación del método combinado probabilidad-coeficiente
de seguridad al diseño de puentes grúa con estudio
de sensibilidad.

Los requerimientos de la industria moderna necesitan de equipamiento de carga y movilidad de
objetos grandes y pesados. De ah́ı que una rama de la ingenieŕıa se dedique al diseño de puentes grúa.
Lógicamente su diseño ha de cumplir una serie de especificaciones con respecto a la seguridad y uso,
que estarán fijadas por los códigos de cada pais, de tal forma que resistan con un margen razonable de
seguridad las cargas y esfuerzos a los que va estar sometido.

En esta sección se va a aplicar el método mixto global, es decir, el método combinado de probabi-
lidades de fallo con coeficientes de seguridad globales (PSFM) para diseñar el puente grúa de una nave
industrial (véase la figura 3.6). En particular, se calcularán las dimensiones de la viga principal (bridge
girder) que permite al carro (trolley) moverse horizontalmante. Tendrá una sección transversal en ‘T’
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Figura 3.6: Ilustración gráfica del puente grúa y la viga principal.

fabricada en chapa de acero, de tal forma que proporcione la máxima resistencia con el menor peso. La
flecha máxima de la viga será función de su longitud.

Considérese la viga y la sección transversal de la figura 3.6, donde L es la luz o distancia entre
los ejes de los railes longitudinales, b y e son la anchura y espesor de las chapas superior e inferior,
respectivamente y hw y tw son la altura y espesor del alma, respectivamente.

El conjunto de variables se divide en los siguientes subconjuntos de acuerdo a la clasificación de la
subsección 3.2.1:

d: Variables de diseño.
d = {b, e, tw, hw}.

η: Parámetros.
η = {fy, L, γy, E, ν, cy},

donde fy es el ĺımite elástico del acero estructural, L es la longitud de la viga, γy es el peso
espećıfico del acero, E es el módulo de elasticidad del acero, ν el coeficiente de Poisson y cy es
el coste del acero estructural. En este caso los valores de fy, L, γy se considerarán aleatorios y se
trabaja en el clásico con sus valores medios µfy , µL y µγy .

φ: Agentes.
φ = {P},

donde P es el peso a manipular. Su valor medio es µP .

κ: Parámetros estad́ısticos.
κ = {σfy , σP , σL, σγy},

donde σ se refiere a la desviación t́ıpica de la variable correspondiente.

ψ: Variables auxiliares o no básicas.

ψ = {W, Ixx, Iyy, It, G, σ, τ,Mcr, δ}.

En la aproximación clásica los coeficientes de seguridad se usan como restricciones y las variables
se asumen como deterministas, iguales a los valores medios o caracteŕısticos.

Asumiendo los cuatro modos de fallo siguientes (véase la figura 3.7):

1. Máxima flecha permitida. El coeficiente de seguridad con respecto a la flecha máxima Fd se
define (véase la figura 3.7(a)) como

Fd =
δmax

δ
(3.50)
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Figura 3.7: Ilustración de los modos de fallo considerados para el puente grúa.

donde δ es la flecha máxima en centro luz, y δmax es la flecha máxima permitida por los códigos.

2. Estado ĺımite último en el ala superior o inferior de la sección. Se considera el ratio entre la
resistencia del acero y el esfuerzo actuante como

Fu =
fy√

σ2 + 3τ2
(3.51)

donde Fu es el coeficiente de seguridad correspondiente, y σ y τ son las tensiones normal y
tangencial en el centro de la viga, respectivamente.

3. Estado ĺımite último en el alma. El coeficiente de seguridad Fw es el ratio entre la resistencia
del acero y la tensión actuante en el alma

Fw =
fy√
3τ
. (3.52)

4. Pandeo lateral. El coeficiente de seguridad frente al pandeo lateral Fb es el ratio entre el máximo
momento flector en la viga y el momento cŕıtico frente a pandeo de la sección

Fb =
M

Mcr
. (3.53)

La viga será segura si y sólo si Fd, Fu, Fw y Fb ≥ 1.

3.4.1. Obtención de las restricciones

En esta sección se muestra cómo se obtienen las variables necesarias para plantear las restricciones
relativas a la seguridad, es decir, las ecuaciones de estado ĺımite.

3.4.1.1. Propiedades geométricas y mecánicas de la viga

Los momentos de inercia Ixx e Iyy de la sección se obtienen como
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Ixx =
1

12

(

b(hw + 2e)3 − (b− tw)h3
w

)

(3.54)

Iyy =
1

12

(

2eb3 − twh3
w

)

(3.55)

mientras que el momento de inercia torsional se calcula usando

It =
1

3

(

2be3 − hwt
3
w

)

. (3.56)

La flecha en centro luz se obtiene usando la fórmula:

δ =
PL3

48EIxx
+

5WL4

384EIxx
, (3.57)

donde W es el peso de la viga por unidad de longitud

W = γs(2eb+ twhw). (3.58)

Los esfuerzos en el centro de la viga se calculan considerando:

T = P/2 (3.59)

M = PL/4 (3.60)

donde T y M son el cortante y el momento, respectivamente. Aśı,

σ =
M(hw + e)

2Ixx
(3.61)

τ =
T

hwtw
(3.62)

El momento cŕıtico frente al pandeo lateral es

Mcr =
π

L

√

EGIyyIt (3.63)

con el parámetro auxiliar

G =
E

2(1 + ν)
.

3.4.1.2. Requerimientos de los códigos y otros

Las siguientes restricciones vienen impuestas por los códigos.
El espesor de acero debe satisfacer

0,008 ≤ e ≤ 0,15 (3.64)

0,008 ≤ tw ≤ 0,15 (3.65)

y la máxima flecha permitida es
δmax = L/888.

Para evitar el pandeo lateral (véase la figura 3.7(c)) el diseño ha de cumplir la siguiente restricción

b

2e
≤ 15

√

276

fy
(3.66)

donde fy es la resistencia del acero en MPa.
Para soportar el peso del carro (trolley), elemento que se desliza suspendido del ala inferior y que

soporta el motor y el gancho, el ancho mı́nimo ha de ser de 0,3 metros.
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3.4.2. Ejemplo numérico

Para aplicar el método combinado se tiene que conocer la función de densidad conjunta de to-
das las variables que intervienen. Asumiendo para este ejemplo que todas las variables son normales
independientes, es decir

fy ∼ N(µfy , σfy ); P ∼ N(µP , σP ); L ∼ N(µL, σL); γy ∼ N(µγy , σγy ).

Los valores medios son:

µfy = 400 MPa; µP = 600 kN ; µL = 6 m; µγy = 78,5 kN/m3

y las desviaciones t́ıpicas:

σfy = 251 MPa; σP = 90 kN ; σL = 0,05; m σγy = 0,785 kN/m3.

Los parámetros constantes son:

E = 210000 MPa; ν = 0,3; cy = 0,24 euro/kN.

Asumiendo también que los ĺımites inferiores de los coeficientes de seguridad y de los ı́ndices de
fiabilidad son:

F 0
d = 1,15; F 0

u = 1,5; F 0
w = 1,5; F 0

b = 1,3;

y

β0
d = 1,5; β0

u = 3,7; β0
w = 3,7; β0

b = 3,2.

Nótese, que la ‘violación’ de los estados ĺımite con consecuencias más serias tiene asociados mayores
ı́ndices de fiabilidad,

Mediante la transformación de Rosenblatt [114], se obtiene el conjunto de variables normales
estándar Z1, Z2, · · · , Z4

z1 =
fy − µfy

σfy

; z2 =
P − µP

σP
; z3 =

L− µL

σL
; z4 =

γy − µγy

σγy

. (3.67)

Resolviendo el problema mediante la aproximación por hiperplanos se obtienen los resultados
mostrados en la tabla 3.3. El procedimiento converge en 9 iteraciones. En cada iteración se mues-
tran los valores de las variables de diseño, y los valores actuales de los coeficientes de seguridad y de los
ı́ndices de fiabilidad, asociados con los valores óptimos de las variables de diseño obtenidos del proced-
imiento clásico. Nótese en la solución final que ningún ĺımite inferior de los coeficientes de seguridad es
activo, mientras que los ı́ndices de fiabilidad βb y βd (en negrita en la tabla 3.3) son activos. También
se muestran los valores óptimos de las variables

b, e, tw, hw.

Queda claro por tanto que debido a las restricciones impuestas con respecto al estado ĺımite de
servicio (flecha máxima) y al estado ĺımite con respecto al pandeo lateral las demás restricciones de
fiabilidad quedan inactivas. Además el diseño clásico es más caro que el inicial, porque el inicial, no
cumpĺıa las restricciones de seguridad.

Las sensibilidades que dan las derivadas del coste en el diseño óptimo se dan en la tabla 3.4. Aśı por
ejemplo, un aumento de un euro en el coste unitario del acero cy supone un aumento de 9842,876 euros
en el coste total (véase la entrada correspondiente en la tabla 3.4). Similarmente, un aumento en el
ĺımite inferior del coeficiente de seguridad Fd no aumenta el coste, mientras que un aumento de la
longitud de la viga conduce a un aumento del coste de 746,662 euros.

También proporciona las sensibilidades con respecto a los ı́ndices de fiabilidad. Nótese como un
aumento en la dispersión de las variables (desviaciones t́ıpicas o coeficientes de variación) supone una
disminución de los ı́ndices de fiabilidad con el correspondiente aumento de la probabilidad de fallo.
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Tabla 3.3: Ilustración del procedimiento iterativo para el ejemplo del puente grúa.

ν Units 1 2 3 4 5 6 7

cost(ν) euro 2245,0 2243,2 2325,6 2354,8 2361,2 2362,2 2362,3

b(ν) cm 41,81 30,00 36,14 39,25 40,43 40,67 40,68

e(ν) mm 16,78 23,65 20,44 19,13 18,64 18,54 18,53

t
(ν)
w mm 8,00 8,00 8,00 8,00 8,00 8,00 8,00

h
(ν)
w cm 72,91 70,70 72,49 72,64 72,72 72,74 72,74

F
(ν)
u −− 2,23 2,17 2,30 2,33 2,33 2,34 2,34

F
(ν)
t −− 4,49 4,35 4,46 4,47 4,48 4,48 4,48

F
(ν)
b −− 1,30 1,30 1,42 1,47 1,48 1,49 1,49

F
(ν)
d −− 1,15 1,11 1,20 1,22 1,22 1,22 1,22

β
(ν)
u −− 6,014 5,795 6,235 6,342 6,370 6,375 6,375

β
(ν)
t −− 10,968 10,794 10,935 10,948 10,954 10,955 10,955

β
(ν)
b −− 1,980 1,980 2,761 3,106 3,186 3,199 3,200

β
(ν)
d −− 1,001 0,725 1,333 1,461 1,494 1,500 1,500

error(ν) −− 0,6627 0,3815 0,4563 0,1111 0,0253 0,0041 0,0002

3.5. Aplicación de la descomposición de Benders. Opti-
mización probabilista de un dique de escollera

En este caṕıtulo se han presentado una serie de problemas de optimización basados en la fiabilidad
estructural (RBSO). Todos los problemas en los que la función de coste tenga un término asociado a
la fiabilidad se pueden resolver mediante la descomposición de Benders.

Considérese un ejemplo similar al de la sección 2.4.3 (véase la figura 3.8). El objetivo en este caso
es tratar de obtener un diseño que trate de minimizar el coste total de la obra. Éste estará compuesto
por el coste inicial de construcción más un coste asociado a la probabilidad de fallo, que se suponfrá que
es el coste de un seguro que cubra los daños en las instalaciones y barcos en el puerto en caso de que
se produzca rebase.

El coste de construcción es

Cco = ccvc + cava

donde vc y va son los volúmenes de hormigón del espaldón y de escollera, respectivamente, y cc y ca
son sus respectivos costes por unidad de volumen.

Con el fin de simplificar el problema, el coste del seguro se evalúa sólo considerando los daños en
caso de rebase y depende, por tanto de la probabilidad de rebase, PD

f , durante la vida útil de la obra,
D. Aunque para un análisis más riguroso, no sólo se debeŕıa considerar la probabilidad de rebase, sino
también la cantidad de agua que rebasa el dique. Aśı, una función de coste posible es

Cin = 5000 + 1,25× 106PD2

f ,

que asocia un coste de seguro mı́nimo de 5000 euro, aumentando de forma cuadrática con la probabilidad
de fallo.

Los costes de construcción, seguro y total en función de la probabilidad de fallo se muestran
en la figura 3.9. Nótese el carácter decreciente y creciente del coste de construcción y de seguro,
respectivamente conforme aumenta la probabilidad de fallo, y el carácter convexo de la función de
coste total.
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Tabla 3.4: Sensibilidades del ejemplo del puente grúa.

∂c ∂β1 ∂β2 ∂β3 ∂β4

∂b −− 12,851 0,000 46,864 17,717
∂e −− 280,902 0,000 993,835 408,587
∂tw −− 352,458 698,939 122,267 108,587
∂hw −− 11,974 7,687 0,448 23,088

∂µfy 0.000 0,000 0,000 0,000 0,000
∂µP 1.268 −0,008 −0,005 −0,011 −0,011
∂µL 746.662 −0,975 0,000 −3,218 −2,722
∂µγy 30.125 0,000 0,000 0,000 −0,001
∂σfy 0.000 0,000 0,000 0,000 0,000
∂σP 3.312 −0,036 −0,027 −0,035 −0,016
∂σL 149.935 −0,303 0,000 −1,657 −0,556
∂σγy 0.000 0,000 0,000 0,000 0,000

∂E 0.000 0,000 0,000 0,000 0,000
∂ν 290.378 0,000 0,000 −3,730 0,000
∂cy 9842.876 0,000 0,000 0,000 0,000

∂Fu 0.000 −− −− −− −−
∂Ft 0.000 −− −− −− −−
∂Fb 0.000 −− −− −− −−
∂Fd 0.000 −− −− −− −−
∂βu 0.000 −− −− −− −−
∂βt 0.000 −− −− −− −−
∂βb 77.858 −− −− −− −−
∂βd 37.611 −− −− −− −−
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Figura 3.8: Parametrización del dique de escollera usado en el ejemplo.
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Diseño óptimo
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Figura 3.9: Ilustración gráfica de las funciones de coste.

Como en el ejemplo de la sección 2.4.3, para un dique de escollera de pendiente de talud tanαs

y francobordo Fc (véase la figura 3.8), y unos valores dados de la altura H y del periodo T de la
ola, el nivel máximo que alcanza el agua al incidir contra el dique puede estimarse por el nivel que
alcanzaŕıa el agua al ascender por el talud del dique, supuesto que tiene una longitud infinita. Con esta
aproximación, se producirá rebase (fallo) siempre que el máximo nivel alcanzado por el agua en ese
talud, Ru, llamado ‘run-up’, exceda el francobordo Fc. Aśı, el fallo por rebase ocurre cuando

Fc −Ru < 0. (3.68)

Basándose en resultados experimentales, Losada y Jiménez Curto propusieron la siguiente fórmula
para estimar la cantidad adimensional Ru/H:

Ru

H
= Au

(

1− eBuIr

)

donde Au y Bu son coeficientes experimentales dependientes del tipo de material de la escollera e Ir es
el número de Iribarren

Ir =
tanαs
√

H/L

donde L es la longitud de onda de la ola y αs es el ángulo de la pendiente del talud. L se obtiene de la
ecuación de la dispersión

(

2π

T

)2

=
2π

L
tanh

2π

DWL

donde DWL es el nivel del mar de diseño.
Además, debido a motivos constructivos, se limita la pendiente del talud αs por:

2 ≤ cotαs ≤ 5

Si Pf es la probabilidad de fallo por rebase debido a una ola, la probabilidad de fallo en el estado
de mar de cálculo, que será la probabilidad de fallo durante la vida útil es

PD
f (d) = 1− (1− Pf (d))N (3.69)
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donde N = dst/T̄ es el número medio de olas (supuestas independientes) durante el estado de mar de
diseño para el periodo D, y dst es su duración.

El conjunto de variables de este problema se divide, según la clasificación dada en la sección 3.2.1,
en los siguientes subconjuntos:

d: Variables de diseño. Variables, en este caso deterministas a determinar por el procedimiento de
optimización:

d = {Fc, tanαs}
η: Parámetros. Conjunto de variables fijado por el proyectista, los códigos, u otro condicionante

ajeno al procedimiento de optimización, en este caso también se han considerado como determi-
nistas para simplificar el problema:

η = {Au, Bu, Dwl, cc, ca}

φ: Agentes. Variables aleatorias no controladas por el proyectista, en este caso asociadas al oleaje

φ = {H,T}

κ: Parámetros estad́ısticos. Definen la variabilidad y dependencia de las variables aleatorias, en este
caso los descriptores del estado de mar de cálculo:

κ = {Hs, T̄ , dst}

donde Hs es la altura de ola significante, T̄ es el periodo medio de las olas y dst es la duración
del estado de mar.

ψ: Variables auxiliares o no básicas. Son aquellas que pueden obtenerse en función de las demás (d,
η y φ), mediante alguna fórmula y sirven para simplificar el modelado y facilitar la obtención
de las ecuaciones de estado ĺımite:

ψ = {Ir, va, vc, Cco, Cin, Ru, L, d}

Las únicas variables aleatorias consideradas en este problema son H y T , que se asume que son
independientes con las siguientes funciones de distribución:

FH(H) = 1− e−2(H/Hs)2 ; H ≥ 0, (3.70)

y

FT (T ) = 1− e−0,675(T/T̄ )4 ; T ≥ 0. (3.71)

Aśı, el problema global es:

Minimizar
Fc, tanαs

Cto = ccvc + cava + 5000 + 1,25× 106PD2

f

sujeto a

2 ≤ cotαs ≤ 5

Fc = 2 + h

vc = 10h

va =
1

2
(DWL + 2)(46 +DWL +

(DWL + 2)

tanαs
)

Pf (d) = Φ(−β)

PD
f (d) = 1− (1− Pf (d))(dst/T̄ )

donde β es el ı́ndice de fiabilidad, que no puede resolverse directamente, sino que involucra otro problema
de optimización

Minimizar
H,T

β =
√

z2
1 + z2

2
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sujeto a

Ru

H
= Au

(

1− eBuIr

)

Ir =
tanαs
√

H/L
(

2π

T

)2

=
2π

L
tanh

2π

DWL

Φ(z1) = 1− exp(−2(H/Hs)
2

Φ(z2) = 1− exp(−0,675(T/T̄ )4

Fc = Ru

Como se puede apreciar, este problema se caracteriza por tener dos niveles, el primero es la opti-
mización global del problema en función de las variables de diseño d, y el segundo es la determinación
de la probabilidad de fallo o fiabilidad. Por eso se precisa una técnica especial de resolución.

A continuación se va a resolver el problema mediante la descomposición de Benders teniendo en
cuenta que las variables de complicación van a ser las variables de diseño d, de tal forma que se va
a tratar de recomponer la función Cto(d). De forma más precisa el método procedeŕıa de la siguiente
manera:

Paso 0: Iniciación. Seleccionar unos valores iniciales para las variables de diseño (complicación)

d
(0) = {F (0)

c , tanα
(0)
s }.

Iniciar el contador de iteraciones a ν = 1, d
(ν) = d

(0), y la cota inferior del óptimo del coste
total a C

(ν)
lo = −∞.

Paso 1. Resolución del subproblema. Evaluación del ı́ndice de fiabilidad β. En función de las va-
riables de diseño seleccionadas, se calcula en ı́ndice de fiabilidad resolviendo el problema

Minimizar
H,T

β(ν) =
√

z2
1 + z2

2

sujeto a

Ru

H
= Au

(

1− eBuIr

)

Ir =
tanαs
√

H/L
(

2π

T

)2

=
2π

L
tanh

2π

DWL

Φ(z1) = 1− exp(−2(H/Hs)
2

Φ(z2) = 1− exp(−0,675(T/T̄ )4

Ru = Fc

d = d
(ν) : λ

(ν).

La solución de este problema proporciona β(ν), y las derivadas parciales del ı́ndice de fiabilidad
con respecto a las variables de diseño o complicación λ(ν). Ahora, es posible evaluar la probabili-
dad de fallo de una ola (Pf ), la probabilidad de fallo durante la vida útil (PD

f ), los volúmenes de

material (vc, va), el coste de construcción Cco, el coste de seguro Cin, y el coste total C
(ν)
to (véase
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la figura 3.10) para los valores actuales de las variables de complicación (diseño) d
(ν) como:

vc = 10h

va =
1

2
(DWL + 2)(46 +DWL +

(DWL + 2)

tanα
(ν)
s

)

F (ν)
c = 2 + h

Pf = Φ(−β(ν))

PD
f = 1− (1− Pf )dst/T̄

Cco = ccvc + cava

Cin = 5000 + 1,25× 106PD
f

C
(ν)
to = Cco + Cin.

Aśı, se ha reconstrúıdo el término de orden cero del desarrollo en serie de Taylor de la función
objetivo en el punto d

(ν), es decir, se ha calculado el punto de la función de coste total. Como
el problema maestro de la descomposición de Benders trata de reconstruir la función por hiper-
planos, se necesita el término de orden 1, es decir, las derivadas parciales de la función de coste
total con respecto a las variables de complicación en el punto d

(ν), Ω(ν) mostradas en la figura
3.10. Pueden calcularse mediante la siguiente expresión:

Ω(ν) =
∂C

(ν)
to

∂d(ν)
=
∂Cco

∂d(ν)
+
∂Cin

∂d(ν)

donde
∂Cco

∂d(ν)
es la derivada parcial del coste de construcción, dada anaĺıticamente o que puede

calcularse usando un problema de optimización auxiliar que seŕıa otro subproblema:

Minimizar
Fc, tanα

Cco = vc + va

sujeto a

vc = 10h

va =
1

2
(DWL + 2)(46 +DWL +

DWL + 2

tanαs
)

Fc = 2 + h

d = d
(ν) : θ

(ν)

donde θ(ν) son las derivadas requeridas.

La derivada parcial del coste del seguro se obtiene de la siguiente manera

∂Cin

∂d(ν)
=

∂Cin

∂PD
f

∂PD
f

∂d(ν)
=

= −∂Cin

∂PD
f

dst

T̄
(1− Pf )(dst/T̄−1) ∂Pf

∂d(ν)
=

=
∂Cin

∂PD
f

dst

T̄
(1− Pf )(dst/T̄−1) exp(−β(ν)2/2)√

2π

∂β(ν)

∂d(ν)

donde para este ejemplo

∂Cin

∂PD
f

= 2,5× 106PD
f , y

∂β(ν)

∂d(ν)
= λ

(ν).

Actualización del ĺımite superior del valor óptimo del coste a C
(ν)
up = C

(ν)
to .

Paso 2. Comprobación de la convergencia. Si |C(ν)
up − C(ν)

lo |/|C
(ν)
up | ≤ ε, la solución del problema

con una tolerancia ε es

C∗
to = C

(ν)
to ; d

∗ = d
(ν).

En otro caso, hacer ν ← ν + 1 e ir al paso 3.
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Aproximaciones lineales
de la función de coste total

(cortes de Benders)

d

Cost

d(i)

Cin
(i)

Cco
(i)

Cto
(i)

Ω(i)

Ω(ν)

Cin
(ν)

Cco
(ν)

Cto
(ν)

d(ν)d

Solución del

problema maestro

Nuevos valores de las variables

de diseño o complicación

Figura 3.10: Ilustración gráfica de la reconstrucción de la función de coste total me-
diante cortes de Benders.

Paso 3. Resolución del problema maestro. La reconstrucción por hiperplanos de la función de
coste total se usa para calcular los nuevos valores de las variables de complicación o diseño

Minimizar
αcost,d

αcost

sujeto a

αcost ≥ C
(j)
to +

n
∑

i=1

Ω
(j)
i

(

di − d(j)
i

)

; ∀j = 1, . . . , ν − 1

2 ≤ 1

tanα
≤ 5

αcost ≥ 5000

La solución de este problema maestro da los valores de las variables de diseño d
(ν) para la

iteración ν. Actualizar el ĺımite inferior del óptimo de la función de coste total C
(ν)
lo = αcost e ir

al paso 1.

Como se ha demostrado, la resolución de problemas asociados a la fiabilidad puede llevarse a cabo
fácilmente mediante la descomposición de Benders.

3.5.1. Ejemplo numérico

Para realizar el cálculo para un dique de escollera concreto, se han asumido los siguientes valores
para las variables que intervienen:

Dwl = 20 m; Au = 1,05 ; Bu = −0,67 ; cc = 60 euro/m3;

ca = 2,4 euro/m3; Hs = 5 m; T̄ = 10 s; dst = 1 h.

La solución de este problema mediante el método descrito anteriormente es Fc = 5,88, tanαs =
0,23, Cco = 6571,3, Cin = 5019,8 y Cto = 11591,1. En la tabla 3.5 se muestra la evolución de los valores
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

5000

15000

10000

11 12

Cto

Iteración

Cup

Clo

Figura 3.11: Evolución de las cotas inferior y superior del valor óptimo del coste total
para el ejemplo del dique de escollera.

de las variables. La convergencia del método se alcanza tras 11 iteraciones. En la figura 3.11 se muestra
la evolución de los ĺımites del valor óptimo de la función objetivo durante el proceso.

A continuación se describe el código GAMS en el que se implementa la resolución del problema del
dique de escollera mediante la descomposición de Benders.

$title Ejemplo del dique de escollera

* ExampleTesis\rebasebenders.gms

* Inicialización del fichero de salida de resultados

file out /rebasebenders.out/; put out;

SETS

I variables aleatorias/1*2/

IT numero maximo de iteraciones del metodo de Benders /1*20/

ITER(IT) conjunto dinamico para controlar los cortes de Benders;

* Desactivacion de todos los hiperplanos aproximantes

ITER(IT)=no;

SCALARS

pi /3.1415926535898/

gra gravedad terrestre/9.81/

error valor inicial del error/1/

Csup cota superior del coste total optimo

Cinf cota inferior del coste total optimo /5000/

Toler tolerancia admisible /1e-3/;

SCALARS

* Parametros

Dwl nivel del mar de diseno (m) /20/

Au parametro experimental /1.05/
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Tabla 3.5: Ilustración del procedimiento iterativo.

ν Fc tan αs Cco Cin Cto Clo Cup error

1 7.00 0.33 6484.8 8297.8 14782.6 5000.0 14782.6 1.9565

2 5.65 0.20 6836.4 5000.0 11836.4 5000.0 11836.4 1.3673

3 9.32 0.50 7296.0 5000.0 12296.0 9682.5 12296.0 0.2699

4 6.52 0.29 6489.7 5542.8 12032.5 11116.5 12032.5 0.0824

5 6.66 0.29 6571.1 5077.2 11648.3 11197.9 11648.3 0.0402

6 7.02 0.29 6786.8 5000.0 11786.8 11413.5 11786.8 0.0327

7 5.98 0.24 6598.6 5007.5 11606.1 11521.9 11606.1 0.0073

8 6.40 0.26 6583.4 5021.2 11604.5 11570.4 11604.5 0.0030

9 6.00 0.24 6553.6 5033.9 11587.5 11571.8 11587.5 0.0014

10 5.67 0.22 6578.7 5020.4 11599.1 11584.6 11599.1 0.0013

11 5.88 0.23 6571.3 5019.8 11591.1 11585.8 11591.1 0.0005

Bu parametro experimental /-0.67/

cc coste del hormigon (euro) /60/

ca coste de la escollera (euro) /2.4/

* Random model parameters, sea state descriptors

Hs altura de ola significante (m) /5/

Tz periodo medio (s) /10/

dst duracion del estado de mar (s) /3600/

* Auxiliary scalars

pf probabilidad de fallo de una ola

pfD probabilidad de fallo en la vida util;

PARAMETERS

Ctotal(IT) coste total para cada iteracion

ValorFc(IT) francobordos de cada iteracion

LambdaFc(IT) derivadas parciales del coste total...

...con respecto al francobordo en cada iteracion

ValorTan(IT) pendientes del talud de cada iteracion

LambdaTan(IT) derivadas parciales del coste total...

...con respecto a la pendiente del talud en cada iteracion;

VARIABLES

cd coste de construccion

ci coste de seguro

beta indice de fiabilidad

alfacost variable auxiliar para el problema maestro

z(I) variables normales estandar;

POSITIVE VARIABLES

* Variables aleatorias

H altura de ola, T periodo de la ola

* Variables de dise~no, variables de complicacion
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tan pendiente del talud, Fc francobordo

auxtan variables auxiliar asociada a la pendiente...

...del talud para el problema maestro

auxFc variables auxiliar asociada al francobordo...

...para el problema maestro

* Variables auxiliares

Ir numero de Iribarren, L longitud de onda, Ru run up, d altura del espaldon

vc volumen de hormigon, va volumen de escollera;

* Limites de las variables,

* muy importante para conseguir la convergencia

auxtan.lo=1/5; auxtan.up=1/2; L.lo=10; H.up=2.2*Hs; T.up=2.2*Tz;

EQUATIONS

* Optimizacion global

cddf definicion del coste de construccion

ddf definicion de la altura del espaldon

vcdf definicion del volumen de hormigon

vadf definicion del volumen de escollera

* Optimizacion asociada a la fiabilidad

betadef definicion del indice de fiabilidad

Zdef1 transformacion de Rosenblatt para la variable H

Zdef2 transformacion de Rosenblatt para la variable T

Iridf definicion del numero de Iribarren

Ldf ecuacion de la dispersion

rudf definicion del run up

verdf ecuacion de estado limite asociado al rebase

* Problema maestro

Restric(IT) cortes de Benders

auxmaster cota inferior del coste optimo;

* Optimizacion global

cddf..cd=e=cc*vc+ca*va;

ddf..Fc=e=2+d;

vcdf..vc=e=10*d;

vadf..va=e=0.5*(Dwl+2)*(Dwl+46+(Dwl+2)/tan);

* Optimizacion asociada a la fiabilidad

betadef..beta=e=sqrt(sum(I,sqr(z(I))));

Zdef1..errorf(z(’1’))=e=1-exp(-2*sqr(H/Hs));

Zdef2..errorf(z(’2’))=e=1-exp(-0.675*power((T/Tz),4));

Iridf..Ir*sqrt(H/L)=e=tan;

Ldf..2*pi*L*(exp(2*pi*Dwl/L)+exp(-2*pi*Dwl/L))=e=...

...T*T*gra*(exp(2*pi*Dwl/L)-exp(-2*pi*Dwl/L));

rudf..Ru=e=H*Au*(1-exp(Bu*Ir));

verdf..Fc=e=Ru;

* Problema maestro

Restric(ITER)..alfacost=g=Ctotal(ITER)+...

...LambdaFc(ITER)*(auxFc-ValorFc(ITER))+...

...LambdaTan(ITER)*(auxtan-ValorTan(ITER));

auxmaster..alfacost=g=5000;
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MODEL sublevel/betadef,Zdef1,Zdef2,Iridf,Ldf,rudf,verdf/;

MODEL cdirect/cddf,ddf,vcdf,vadf/;

MODEL Master/Restric,auxmaster/;

* Valores iniciales de los parametros

Ctotal(IT)=0.0; LambdaFc(IT)=0.0; ValorFc(IT)=0.0;

LambdaTan(IT)=0.0; ValorTan(IT)=0.0;

* Valores iniciales de las variables de complicacion

Fc.fx=7; tan.fx=1/3;

* Comienzo del procedimiento iterativo

loop(IT$(error gt TOLER),

* Escritura del numero de iteracion

put " Iteration= ",ord(IT):12:8//;

if(ORD(IT)>1,

* Resolucion del problema maestro para obtener los nuevos valores

* de las variables de complicacion

SOLVE Master USING lp MINIMIZING alfacost;

* Escritura de resultados

put "alfacost= ",alfacost.l:12:4,", modelstat= ",...

...Master.modelstat,", solvestat= ",Master.solvestat/;

* Actualización de los nuevos valores de las variables de complicacion

Fc.fx=auxFc.l; tan.fx=auxtan.l;

* Actualizacion del limite inferior del coste para la iteracion IT

Cinf=alfacost.l;

);

* Almacenamiento de las variables de complicacion para los cortes...

...de Benders

ValorFc(IT)=Fc.l; ValorTan(IT)=tan.l;

* Activacion del corte de Benders para el siguiente problema maestro

ITER(IT)=yes;

* Escritura

put "Complicating variables: Fc=",Fc.l:6:3,", tan=",tan.l:6:3/;

* Valores iniciales para la resolucion del problema de fiabilidad...

*muy importante para la convergencia del modelo

H.l=1.5*Hs; T.l=1.1*Tz; L.l=136.931; Ir.l=tan.l/sqrt(H.l/L.l);

Ru.l=H.l*Au*(1-exp(Bu*Ir.l)); z.l(’1’)=2.28; z.l(’2’)=0.32;

beta.l=sqrt(sum(I,sqr(z.l(I))));

* Resolucion subproblema asociado a la fiabilidad para los nuevos valores fijos...

* de las variables de complicacion

SOLVE sublevel USING nlp MINIMIZING beta;
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* Escritura

put "pf= ",(errorf(-beta.l)):12:8,", modelstat= ",...

...sublevel.modelstat,", solvestat= ",sublevel.solvestat/;

* Calculo de las probabilidades de fallo

pf=errorf(-beta.l); pfD=1-(1-pf)**(dst/Tz);

* Derivadas parciales de pfD con respecto a las variables de complicacion

LambdaFc(IT)=-dst*(1-pf)**(dst/Tz-1)*exp(-beta.l*beta.l/2)*...

...(Fc.m)/(Tz*sqrt(2*pi));

LambdaTan(IT)=-dst*(1-pf)**(dst/Tz-1)*exp(-beta.l*beta.l/2)*...

...(tan.m)/(Tz*sqrt(2*pi));

* Coste del seguro en funcion de pfD

ci.l=5000+125000000*pfD**2;

* Escritura

put "pfD= ",pfD:12:8/;

put "insurance cost= ",(ci.l):12:4/;

put "LambdaFc1(",ord(IT):2," )=",LambdaFc(IT):12:4,...

..."LambdaTn1(",ord(IT):2," )=",LambdaTan(IT):12:4/;

* Sumo al coste total el coste del seguro

Ctotal(IT)=ci.l;

* Derivadas parciales del coste del seguro con respecto a las

* variables de complicacion

LambdaFc(IT)=LambdaFc(IT)*(2*125000000*pfD);

LambdaTan(IT)=LambdaTan(IT)*(2*125000000*pfD);

* Escritura

put "LambdaFc2(",ord(IT):2," )=",LambdaFc(IT):12:4,...

..."LambdaTn2(",ord(IT):2," )=",LambdaTan(IT):12:4/;

* Resolucion del modelo auxiliar para calcular las derivadas

* del coste directo con respecto a

* las variables de complicacion

SOLVE cdirect USING nlp MINIMIZING cd;

* Escritura

put "direct cost= ",cd.l:12:4,", modelstat= ",...

...cdirect.modelstat,", solvestat= ",cdirect.solvestat/;

* Calculo del coste total

Ctotal(IT)=Ctotal(IT)+cd.l;

* Derivadas parciales del coste total con respecto a las

* variables de complicacion

LambdaFc(IT)=LambdaFc(IT)+Fc.m;

LambdaTan(IT)=LambdaTan(IT)+tan.m;

* Escritura

put "Ctotal(",ord(IT):2," )=",Ctotal(IT):12:4/;

put "LambdaFc(",ord(IT):2," )=",LambdaFc(IT):12:4,...

..."LambdaTn(",ord(IT):2," )=",LambdaTan(IT):12:4/;
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* Limite superior ddel optimo del coste total

Csup=Ctotal(IT);

* Calculo del error

error=(abs(Csup-Cinf)/Cinf);

* Escritura

put "Upper bound= ",Csup:12:4/;

put "Lower bound= ",Cinf:12:4/;

put "error= ",error:15:10//;

);

3.6. Estabilidad de Taludes

En esta sección se describe con detalle la aplicación de las técnicas de optimización al cálculo de
la estabilidad de taludes. El estudio de la estabilidad de taludes ha sido un tema muy tratado por
investigadores geotécnicos en sus dos vertientes: (a) aproximación clásica, basada en coeficientes de
seguridad, y (b) la moderna, que utiliza probabilidades de fallo (véase Wu y Kraft [139], Cornell [44],
Li y Lumb [83], Alonso [5], Tang, Yücemen y Ang [126], Venmarcke [134], Wolff [138], Barabosa, Morris
y Sarma [12], Dai, Fredlund y Stolte [45] y Christian, Ladd y Baecher [41]). La aproximación clásica
se cuestiona porque no da una idea de lo lejos que se está del fallo, y se demanda un diseño basado en
técnicas probabilistas (véase Ditlevsen y Madsen [54], Wirsching y Wu [137], y Wu, Burnside y Cruse
[140]). Sin embargo, la aproximación moderna también se critica por la sensibilidad a las hipótesis
estad́ısticas, especialmente al comportamiento en las colas (véase Galambos [66], Castillo [21], y Castillo
et al. [38, 37]).

Un análisis clásico del problema consiste en determinar los coeficientes de seguridad asociados a
una colección de ĺıneas seleccionadas por el ingeniero, y elegir aquella que tiene el mı́nimo coeficiente
que será tomado como el coeficiente de seguridad del talud. El conjunto de ĺıneas de deslizamiento es
normalmente una familia paramétrica. Sin embargo, dado que este conjunto no cubre todas las ĺıneas
posibles, este procedimiento no garantiza obtener el mı́nimo. Esto en un principio no es problema si el
coeficiente está cerca del mı́nimo, pero puede serlo si está lejos.

Alternativamente, puede usarse una aproximación no paramétrica. La más importante es la basada
en el cálculo de variaciones, que se ha aplicado a la mecánica de suelos en el pasado (véase, por ejemplo,
Chen y Giger [39], Chen y Snitbhan [40], Baker y Garber [10, 11, 67], Revilla y Castillo [113], y Castillo
y Luceño [31, 32]). Esta técnica es una generalización del problema de máximos y mı́nimos, en el que se
busca el valor máximo o mı́nimo de funcionales, en vez de funciones. Un funcional es una aplicación del
conjunto de funciones y(x) que representa la ĺınea de deslizamiento, en un número real que representa
el coeficiente de seguridad del talud. Por lo tanto, el funcional asocia a cada ĺınea de deslizamiento su
correspondiente coeficiente de seguridad. En la mayoŕıa de las aproximaciones, el funcional se define
como el cociente entre dos integrales, que representan el ratio entre fuerzas y momentos estabilizadores
y desestabilizadores.

Pero esto no es todo, como puntualizó Cornell [44], la fiabilidad de un sistema es la de todas sus
superficies potencialmente deslizantes, y por tanto la probabilidad de fallo de un sistema será mayor
que la probabilidad para una simple ĺınea. La diferencia entre ellas dependerá de la correlación entre
las probabilidades de fallo de las diferentes ĺıneas.

La aproximación mediante el cálculo de variaciones tiene claras ventajas sobre otras metodoloǵıas,
porque: (a) en la aproximación clásica, se garantiza la obtención de la ĺınea pésima, es decir, no hay
ninguna ĺınea con menor coeficiente de seguridad, y (b) en la aproximación moderna, se garantiza la
obtención de la ĺınea pésima con menor ı́ndice de fiabilidad, es decir, con mayor probabilidad de fallo.

Finalmente, una vez que se ha seleccionado la ĺınea pésima, es interesante efectuar un estudio de
sensibilidad para saber cómo y cuánto influyen los parámetros en la seguridad.

En esta sección se presentan tres contribuciones: (a) una aproximación variacional al problema
de la estabilidad de taludes, que evita la necesidad de utilizar familias paramétricas particulares, (b)



92 3. Aplicaciones

un nuevo método que combina coeficientes de seguridad y probabilidades de fallo, y (c) herramientas
potentes para el estudio de sensibilidad.

3.6.1. Aproximación mediante cálculo variacional

En una publicación reciente de la revista Structural Safety, Malkawi et al. [93] realizaron un análisis
muy interesante de la fiabilidad de la estabilidad de taludes mediante técnicas de simulación de Monte
Carlo, y métodos de primer (FORM) y segundo orden (SORM) con cuatro métodos diferentes (ordinario
y simplificado de Bishop, Janbu y Spencer) para el análisis de la estabilidad de taludes, y llegaron a la
conclusión que con las hipótesis estad́ısticas con las que trabajaban no hab́ıa diferencias significativas
en los resultados obtenidos con cada uno de los métodos mencionados. Este hecho, justifica la selección
del método de Janbu en nuestro análisis, aunque no seŕıa complicado implementar otro método de
estabilidad.

Revilla y Castillo [113], Castillo y Revilla [35], o Castillo y Luceño [28, 29, 30], basándose en el
método de Janbu (véase Janbu [76]), propusieron el siguiente funcional:

F =

xn+1
∫

x1

[

c

γ
+ (ȳ(x)− y(x)) tanφ

]

(1 + y′2(x))

1 +
y′(x) tanφ

F

dx

xn+1
∫

x1

(ȳ(x)− y(x)) y′(x)dx

(3.72)

donde F es el coeficiente de seguridad, ȳ(x) es el perfil del talud (ordenada en el punto x), c es la
cohesión del terreno, φ es el ángulo de fricción interna, γ es el peso espećıfico del terreno y x1 y xn+1

son las abscisas del principio y el final de la ĺınea de rotura o deslizamiento.
Un aspecto muy importante en el que el ingeniero ha de ser muy cuidadoso es la selección del fun-

cional asociado a la estabilidad. De hecho, Castillo y A. Luceño [29] demostraron que ciertos funcionales
propuestos en el pasado no están acotados, y no son válidos para el diseño. En concreto, probaron que
otros funcionales, como el (3.72), están acotados, y consecuentemente, son válidos para el diseño.

Nótese que (3.72), para un talud predefinido ȳ(x), involucra la utilización de cinco variables impor-
tantes φ, c, γ,H y F , es decir, se está tratando con un espacio de 5 dimensiones. Por supuesto se puede
trabajar con estas variables, pero se complica las cosas innecesariamente y no permite comprender en
su totalidad la estructura de los problemas de estabilidad.

De hecho, utilizando el análisis dimensional, mediante el teorema de Π, se puede comprobar que la
expresión (3.72) puede reescribirse en función de tres variables adimensionales

{F,N =
c

γH
,ψ = tanφ} (3.73)

como

F =

un+1
∫

u1

[N + (z̄(u)− z(u))ψ] (1 + z′2(u))

1 +
ψz′(u)

F

du

un+1
∫

u1

(z̄(u)− z(u)) z′(u)du

(3.74)

donde

u =
x

H
(3.75)

es la variable adimensional asociada a la coordenada x, y

z(u) =
y(uH)

H
(3.76)

z̄(u) =
ȳ(uH)

H
(3.77)
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son el perfil del talud y la ĺınea de deslizamiento adimensionales, respectivamente.

Esto nos permite estudiar el problema en un espacio tridimensional, revelándonos que, mientras
los valores adimensionales de N y ψ en la ecuación (3.73) permanezcan constantes, tanto el factor de
seguridad, como la ĺınea de deslizamiento y el perfil adimensionales permanecen también constantes.

Por ejemplo, los coeficientes de seguridad asociados a dos taludes con ψ = 0,6, c = 20kN/m2,
γ = 21kN/m3 y H = 10m, y ψ = 0,6, c = 2kN/m2, γ = 21kN/m3 y H = 1m son idénticos.

La expresión (3.74) muestra que dados z̄(u) y z(u), hay una relación entre F,N y ψ:

F = H(N,ψ) (3.78)

Sin embargo, se puede ir más lejos, si se da uno cuenta que en la expresión (3.74), N,ψ y F pueden
multiplicarse por una constante arbitraria k, y se sigue manteniendo la misma relación, es decir,

kF = kH(N,ψ) = H(kN, kψ) (3.79)

en otras palabras, satisface una ecuación funcional, conocida como ecuación funcional de las funciones
homogéneas, cuya solución general puede escribirse como 1 (véase Aczél [3], Castillo y Ruiz [36]):

F

ψ
= h(

N

ψ
)⇔ F ∗ = h(N∗) (3.80)

Esto permite expresar nuestro problema en términos de dos variables adimensionales F ∗ = F/ψ y
N∗ = N/ψ. De hecho, (3.74) puede escribirse como

1 =

un+1
∫

u1

[N∗ + (z̄(u)− z(u))] (1 + z′2(u))

F ∗ + z′(u)
du

un+1
∫

u1

(z̄(u)− z(u)) z′(u)du

(3.81)

Por supuesto, se podŕıa haber comenzado la exposición del caṕıtulo con la fórmula (3.81) en vez
de (3.72), pero esta decisión haŕıa pasar por alto la belleza y potencia del análisis dimensional, por un
lado, y de las ecuaciones funcionales por otro.

Una conclusión importante es que nuestro problema ha quedado reducido a dos variables que
definen la naturaleza y fiabilidad del talud. Por tanto, nuestro problema se reduce a

Minimizar
u1, un+1, z(u)

F ∗

sometido a (3.81) y N∗ = N0. Si se resuelve el problema con diferentes valores de N0 se puede elaborar
una gráfica relacionando F ∗ y N∗ con la que se puede obtener el coeficiente de seguridad F asociado
a cualquier combinación de variables dato φ, c, γ y H.

La implementación del cálculo de variaciones a la estabilidad de taludes consiste en minimizar, como
ya se ha dicho antes, F ∗ con respecto a u1, un+1 y z(u). Este problema puede resolverse anaĺıticamente,
sin embargo, conduce a sistemas de ecuaciones muy complicados y condiciones de transversalidad (véase
Luceño [88]). La alternativa obvia consiste en una aproximación numérica, que es la opción seleccionada
en esta sección.

1Se supone que la función H(·, ·) realmente depende de las variables N y ψ.
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Figura 3.12: Ilustración gráfica del problema de estabilidad de taludes, mostrando la
ĺınea de deslizamiento y la discretización seleccionada.

3.6.2. Discretización del problema

Usándo las siguientes fórmulas (véase la figura 3.12):

∆u =
un+1 − u1

n
(3.82)

ui = u1 + (i− 1)∆u (3.83)

vi =
zi+1 + zi

2
(3.84)

v′i =
zi+1 − zi

∆u
(3.85)

v̄i = z̄(ui + ∆u/2) (3.86)

la ecuación (3.81) puede ser fácilmente discretizada como

1 =

n
∑

i=1

[N∗ + (v̄i − vi)](1 + v′2i )∆u

F ∗ + v′i
n
∑

i=1

(v̄i − vi)v′i∆u
(3.87)

Entonces, el análisis de la estabilidad de un talud se reduce a

Minimizar
u0, un+1, zi : i = 2, . . . , n

F ∗ (3.88)
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Figura 3.13: Perfil del talud seleccionado para el ejemplo ilustrativo.

sujeto a

n
∑

i=1

[

(v̄i − vi)v
′

i −
[N∗ + (v̄i − vi)](1 + v′2i )

F ∗ + v′i

]

= 0 (3.89)

z̄j = zj ; j = 1, n+ 1 (3.90)

N∗ = N∗

0 = c/(γHψ) (3.91)

Lo más importante de la aplicación del cálculo de variaciones es que a cada combinación de parámet-
ros del suelo c, φ, γ y altura del talud H, proporciona un único valor del coeficiente de seguridad pésimo
F , es decir, nos informa si se produce (F < 1) o no el fallo del talud (F > 1) y además cual es la ĺınea
de deslizamiento pésima. En otras palabras, se tiene una idea clara del comportamiento del sistema y
no de una ĺınea determinada.

3.6.3. Aproximación Clásica

En esta sección se resuelve el problema de la estabilidad mediante el método clásico basado en
coeficientes de seguridad, es decir, se supone que todos los parámetros son deterministas.

3.6.3.1. Obtención de la relación entre N∗ y F ∗

Como ejemplo, en esta subsección se supone un perfil de talud arcotangente (véase la figura 3.13)

y(x) = H arctan(πx/H)/π; −∞ < x <∞

que implica

z(u) = arctan(πu)/π; −∞ < u <∞.

Resolviendo el problema (3.88)-(3.91), para todos los valores posibles del factor adimensional N∗,
se puede obtener una gráfica que determine el coeficiente de seguridad para cualquier N∗. Este gráfico se
muestra en la figura 3.14, donde se muestran los valores óptimos de F ∗ en función de N∗ (F ∗ = h(N∗)).
Las ĺıneas de deslizamiento correspondientes se muestran en la figura 3.15. Estos gráficos permiten
resolver gráficamente cualquier problema por el método clásico.
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Figura 3.14: Valores óptimos de F ∗ en función de N∗ y zona ampliada en el entorno
de origen.

3.7. Compañ́ıa Internacional de Refrescos

Una compañ́ıa internacional manufactura refrescos en tres páıses diferentes tal y como se muestra en
la Figura 3.17. Para producir cada refresco, cada compañ́ıa local necesita agua mineral, zumo de frutas,
azúcar y el ingrediente secreto de la compañ́ıa. Es importante recalcar que el zumo de fruta puede variar
en la composición del refresco entre el 20 y el 30 %, y la fórmula entre el 2 y el 4 %. Todos los ingredientes
se pueden comprar localmente, a precio locales, excepto la fórmula secreta que es suministrada por la
central de la empresa a un precio único para cada páıs, de esta forma se mantienen en secreto la
fórmula. Obviamente, la compañ́ıa trata de minimizar su coste por mantener en funcionamiento las
tras factoŕıas. La cantidad total de soda a producir se fija en 1000 m3. Aśı, la obtención del coste
mı́nimo de producción de refresco se puede plantear como un problema de programación lineal, tal y
como se explica a continuación.

En el primer páıs, la producción de refresco se puede expresar como

5x11 + 2x21 + 3x31 + 4x41,

donde x11, x21, x31 y x41 son las cantidades requeridas de la fórmula secreta, el agua mineral, el zumo
de frutas y el azúcar, respectivamente y $5, $2, $3 y $4, sus respectivos precios de mercado. Nótese que
xij representa la cantidad de materia prima i (fórmula secreta, agua mineral, zumo de frutas o azúcar)
en el páıs j.

Para los páıses dos y tres, respectivamente, los costes de producción son

5x12 + 2,2x22 + 3,3x32 + 4,4x42
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Figura 3.15: Ĺıneas de deslizamiento cŕıticas para diferentes valores de N∗.

y

5x13 + 2,1x23 + 3,1x33 + 4,1x43.

Nótese que los precios de los productos difieren de un páıs a otro.

Adicionalmente, el ministerio de sanidad del primer páıs establece que cualquier refresco debe de
tener un contenido máximo de hidrocarbonos y un contenido mı́nimo de vitaminas. Estos requerimientos
se pueden expresar mediante las siguientes restricciones

0,1x11 + 0,07x21 + 0,08x31 + 0,09x41 ≤ 24

0,1x11 + 0,05x21 + 0,07x31 + 0,08x41 ≥ 19,5,

donde 0,10, 0,07, 0,08 y 0,09 son, respectivamente, la proporción en tanto por uno de hidrocarbonos
del ingrediente secreto, del agua mineral, del zumo de frutas y del azúcar, y 0,10, 0,05, 0,07 y 0,08 son,
respectivamente, la proporción en tanto por uno de vitaminas del ingrediente secreto, del agua mineral,
del zumo de frutas y del azúcar

Los ministerios de sanidad de los páıses dos y tres tienen requerimientos similares, aunque los
contenidos mı́nimos y máximos de hidrocarbonos y vitaminas difieren ligeramente de los del primer
páıs. Estos requerimientos se pueden expresar mediante las siguientes restricciones

0,1x12 + 0,07x22 + 0,08x32 + 0,09x42 ≤ 27,5

0,1x12 + 0,05x22 + 0,07x32 + 0,08x42 ≥ 22

y

0,1x13 + 0,07x23 + 0,08x33 + 0,09x43 ≤ 30

0,1x13 + 0,05x23 + 0,07x33 + 0,08x43 ≥ 22.

Por razones técnicas y de suministro, la cantidad de producción del ingrediente secreto está limitada
a 22 m3. Esta restricción se puede expresar como

x11 + x12 + x13 ≤ 22
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Figura 3.16: Valores óptimos de F en función N .

Dado que la producción de soda se ha fijado en 1000 m3, esta condición se impone mediante la
siguiente restricción

x11 +x21 +x31 +x41 +x12 +x22 +x32 +x42 +x13 +x23 +x33 +x43 = 1000.

Los ĺımites en los componentes son

0,02(x11 + x21 + x31 + x41) ≤ x11 ≤ 0,04(x11 + x21 + x31 + x41)
0,20(x11 + x21 + x31 + x41) ≤ x31 ≤ 0,30(x11 + x21 + x31 + x41)

0,02(x12 + x22 + x32 + x42) ≤ x12 ≤ 0,04(x12 + x22 + x32 + x42)
0,20(x12 + x22 + x32 + x42) ≤ x32 ≤ 0,30(x12 + x22 + x32 + x42)

0,02(x13 + x23 + x33 + x43) ≤ x13 ≤ 0,04(x13 + x23 + x33 + x43)
0,20(x13 + x23 + x33 + x43) ≤ x33 ≤ 0,30(x13 + x23 + x33 + x43),

donde los coeficientes 0,02, 0,20, 0,04 y 0,30 se emplean para establecer esos ĺımites.

Consecuentemente, el problema global se puede expresar como

minimizar
xij ; i = 1, 2, 3, 4; j = 1, 2, 3





5x11 + 2x21 + 3x31 + 4x41+
5x12 + 2,2x22 + 3,3x32 + 4,4x42+
5x13 + 2,1x23 + 3,1x33 + 4,1x43
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Figura 3.17: Motivating example: Transnational soda company.

sujeto a

0,1x11 + 0,07x21 + 0,08x31 + 0,09x41 ≤ 24

0,1x11 + 0,05x21 + 0,07x31 + 0,08x41 ≥ 19,5

0,1x12 + 0,07x22 + 0,08x32 + 0,09x42 ≤ 27,5

0,1x12 + 0,05x22 + 0,07x32 + 0,08x42 ≥ 22

0,1x13 + 0,07x23 + 0,08x33 + 0,09x43 ≤ 30

0,1x13 + 0,05x23 + 0,07x33 + 0,08x43 ≥ 22

x11 + x12 + x13 ≤ 22

x11+x21+x31+x41+x12+x22+x32+x42+x13+x23+x33+x43 = 1000

y
0,02(x11 + x21 + x31 + x41) ≤ x11 ≤ 0,04(x11 + x21 + x31 + x41)
0,20(x11 + x21 + x31 + x41) ≤ x31 ≤ 0,30(x11 + x21 + x31 + x41)
0,02(x12 + x22 + x32 + x42) ≤ x12 ≤ 0,04(x12 + x22 + x32 + x42)
0,20(x12 + x22 + x32 + x42) ≤ x32 ≤ 0,30(x12 + x22 + x32 + x42)
0,02(x13 + x23 + x33 + x43) ≤ x13 ≤ 0,04(x13 + x23 + x33 + x43)
0,20(x13 + x23 + x33 + x43) ≤ x33 ≤ 0,30(x13 + x23 + x33 + x43).

La solución de este problema se muestra en la Tabla 3.6. El coste total de producción para la
compañ́ıa es $2915.1.

Tabla 3.6: Resultados de producción de la compañ́ıa.

Component Country 1 Country 2 Country 3 Total

Water [m3] 147.2 198.6 118.9 464.7

Fruit Juice [m3] 92.7 108.2 99.1 300.0

Brown Sugar [m3] 62.9 44.7 105.7 213.3

Trademark Formula [m3] 6.2 9.2 6.6 22.0

Total [m3] 309.0 360.7 330.3 1000

En resumen, los cuatro elementos principales de este problema son:
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Data

m: número de componentes que se requieren para elaborar el refresco

n: número de páıses

pij : precio del componente i en el páıs j

hij : proporción en tanto por uno de hidrocarbonos del componente i en el páıs j

vij : proporción en tanto por uno de vitaminas del componente i en el páıs j

hmax
j : contenido máximo permitido de hidrocarbonos en el páıs j

vmin
j : contenido mı́nimo permitido de vitaminas en el páıs j

T : cantidad total de refresco que se va a producir en todos los páıses

tav: cantidad disponible de fórmula secreta

bdown
i : contenido mı́nimo permitido del componente i en la bebida expresado en tanto por uno

bup
i : contenido máximo permitido del componente i en la bebida expresado en tanto por uno.

Variables

xij : cantidad del componente i en el páıs j (x1j es la cantidad de ingrediente secreto en el páıs
j).

Se asume que todas las variables son no negativas:

xij ≥ 0; i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n. (3.92)

Restricciones. Las restricciones de este problema son:

1. contenido máximo de hidrocarbonos

m
∑

i=1

hijxij ≤ hmax
j ; j = 1, . . . , n, (3.93)

2. contenido mı́nimo de vitaminas

m
∑

i=1

vijxij ≥ vmin
j ; j = 1, . . . , n, (3.94)

3. ĺımites en los contenidos de cada uno de los componentes

bdown
i (

m
∑

k=1

xij) ≤ xij ≤ bup
i (

m
∑

k=1

xij); i = 1, · · · ,m; j = 1, . . . , n, (3.95)

4. cantidad total del ingrediente secreto disponible

n
∑

j=1

x1j ≤ tav, (3.96)

5. demanda

m
∑

i=1

n
∑

j=1

xij = T. (3.97)

The first two sets of conditions (3.93) and (3.94) state that the content of hydrocarbons and
vitamins of the product are below and above the allowable limit values, respectively. The third
constraints (3.95) guarantee that the amounts of the different components are between the
allowable limits. The fourth constraint (3.96) states that the total amount of trademark formula
is below the available amount. Finally, the fifth constraint (3.97) forces the total amount of soda
produced to coincide with the desired value T .
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Figura 3.18: Estructura de las resrtricciones de problema.

Función a optimizar. Normalmente estamos interesados en minimizar el coste total, es decir

minimizar
xij

m
∑

i=1

n
∑

j=1

pijxij . (3.98)

La estructura del problema en forma matricial se muestra en la Figura 3.18.
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Caṕıtulo 4

Método RAS ponderado para la
adaptación de Tablas Input-Output

4.1. Introducción al método

El método RAS consiste en un procedimiento matemático, aunque algunos autores defiendan su
contenido económico [125], para la actualización o regionalización de Tablas Input-Output y puede
partir de la matriz de intercambios interindustriales o de la matriz de coeficientes técnicos. Nosotros
para el método que vamos a desarrollar vamos a modificar las tablas de intercambios interindustriales.

La base del método consiste en que nosotros conocemos la tabla de intercambios interindustri-
ales para una determinada región R en el momento 0 (dicha matriz Z debeŕıa llegar un supeŕındice
correspondiente al territorio que se trata pero para simplificar la notación lo vamos a omitir):

Zo =









zo
11 zo

1n ... zo
1n

zo
21 zo

22 ... zo
2n

... ... ... ...
zo

n1 zo
n2 ... zo

nn









(4.1)

De esta matriz conocemos obviamente la suma de sus filas y columnas a las que hemos denominado
respectivamente uo y vo, es decir:

u0 =

















u0
1

u0
2

...
u0

i

...
u0

n
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∑n
j=1 z

0
1j

∑n
j=1 z

0
2j

...
∑n

j=1 z
0
ij

...
∑n

j=1 z
0
nj

















(4.2)

v0 =
(

v0
1 v0

2 ... v0
i ... v0

n

)

=
(
∑n

i=1 z
0
i1

∑n
i=1 z

0
i2 ...

∑n
i=1 z

0
ij ...

∑n
i=1 z

0
in

)

(4.3)

A partir de esta matriz inicial Zo deseamos calcular una matriz final Z que será una matriz
regionalizada, actualizada, proyectada o desagregada. De esta matriz final Z tan solo conocemos sus
vectores u y v correspondientes a la suma de filas y suma de columnas respectivamente de la matriz Z
[97]. Es decir, queremos obtener:

Z =









z11 z1n ... z1n

z21 z22 ... z2n

... ... ... ...
zn1 zn2 ... znn









,

y conocemos:
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u =

















u1

u2

...
ui

...
un

















=

















∑n
j=1 z1j

∑n
j=1 z2j

...
∑n

j=1 zij

...
∑n

j=1 znj

















y

v =
(

v1 v2 ... vi ... vn

)

=
(
∑n

i=1 zi1

∑n
i=1 zi2 ...

∑n
i=1 zij ...

∑n
i=1 zin

)

El procedimiento RAS es una aproximación iterativa el problema. Éste se resuelve de la forma en
que tras 2k iteraciones se obtiene la matriz deseada [98]:

Z = Z(2k) = [R][Zo][S],

donde
R = RkRk−1 . . . R2R1 y S = S1S2 . . . Sk−1Sk

Las matrices Rr y Ss, r, s = 1...k, son matrices diagonales con las siguientes componentes:

Rr =













u1

u
(r)
1

0 ... 0

0 u2

u
(r)
2

... 0

... ... ... ...
0 0 ... un

u
(r)
n













(4.4)

Ss =













v1

v
(s)
1

0 ... 0

0 v2

v
(s)
2

... 0

... ... ... ...
0 0 ... vn

v
(s)
n













(4.5)

El proceso se inicia con la matriz original y a continuación se van multiplicando sucesivamente
matrices modificadoras hasta que se produce la convergencia después de un número razonable de
modificaciones de filas y columnas, a menudo menos de 20. Un punto intermedio r del proceso será:

Z(2r−2) = Rr−1 . . . R2R1ZoS1S2 . . . Sr−1,

y el siguiente será

Z(2r−1) = RrRr−1 . . . R2R1ZoS1S2 . . . Sr−1,

y por lo tanto los elementos de la matriz de la Ecuación 4.4 serán tales que:

u
(r)
i =

n
∑

j=1

z
(2r−2)
ij

v
(r)
j =

n
∑

i=1

z
(2r−1)
ij

4.2. Planteamiento del método

En esta Sección se introduce la aproximación RAS ponderada para permitir que ciertos sectores que
se ven más afectados favorablemente por los cambios en las infraestructuras del transporte evolucionen
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o progresen de forma más acusada que otros sectores. Si bien es cierto que en el intercambio global
de cada sector económico con los demás u, v (suma por filas y por columnas) se tiene en cuenta
esa evolución por medio del producto interior bruto, lo cierto es que en las relaciones individuales
el procedimiento RAS tradicional trata de mantener en la manera de lo posible los ratios de datos
anteriores zo.

De forma análoga al procedimiento RAS tradicional, el objetivo es obtener una matriz de trans-
ferencia final z lo más “cercana” posible a la matriz original zo, utilizando una medida especial entre
matrices. Parece razonable, en ausencia de información más detallada, tratar de modificar el estructura
económica lo menos posible adaptándose a la realidad espećıfica de cada momento [98]. Para ello el
problema se plantea como un problema de programación matemática [14], también llamado problema
de programación no lineal (PPNL), de la siguiente manera1 [99]:

minimizar
z

f(z, zo,w) =

m
∑

i=1

∑

∀j; (i,j)/∈Ω0

zij ln

(

wij
zij

zo
ij

)

, (4.6)

sujeto a

m
∑

j=1

zij = ui; i = 1, . . . ,m, : λi (4.7)

m
∑

i=1

zij = vj ; i = 2, . . . ,m : µj , (4.8)

donde w es el vector que contiene los pesos asociados a cada transferencia, u y v son las sumas por
filas y por columnas de la matriz de transacciones inter-regionales final, respectivamente, y el conjunto
Ω0 contiene los ı́ndices de los elementos nulos de la matriz zo, el empleo de este conjunto se debe a
que la función objetivo no está definida para esos valores concretos. Esto implica una vez resuelto el
problema (4.6)-(4.8) los elementos de la nueva matriz cuyos ı́ndices coinciden con el conjunto Ω0 son
nulos zij = 0; ∀(i, j) ∈ Ω0, aśı podŕıa añadirse una restricción adicional al problema original que no
cambiaŕıa la solución:

zi,j = zo
ij ; ∀(i, j) ∈ Ω0 : κij . (4.9)

Todos los elementos descritos hasta el momento pertenecen al problema primal. Por otro lado, es
sabido que dado un problema de optimización existe otro problema ı́ntimamente ligado a él, denom-
inado problema dual, del que λ, µ y κ son sus variables (variables duales), que están asociadas a las
restricciones del problema primal (4.7)-(4.9), respectivamente.

Comentario 4.1 Nótese que para que el problema (4.6)-(4.9) tenga solución se ha de cumplir la
siguiente condición:

m
∑

i=1

ui =
m
∑

j=1

vj , (4.10)

por ello el número de restricciones es 2m−1, es decir, se ha eliminado de (4.8) una de las restricciones
de forma que la condición de compatibilidad se cumpla siempre. Posteriormente se explica por qué se
ha elegido eliminar la suma de la primera columna y que efecto tiene el eliminar otra restricción en su
lugar.

1Hay otras medidas potencialmente atractivas de la diferencia entre los elementos de la matriz
estimada y aquéllos de la matriz origen. Cada uno lleva a diferentes problemas de optimización con
restricciones y a un método diferente de generar los valores estimados desde los datos originales. Sin
embargo, la mayoŕıa de éstos tienen alguna desventaja en comparación con el procedimiento RAS; por
ejemplo, fallan en preservar la no negatividad o requieren solución para grandes y complejos problemas
de programación no lineal [99].
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El problema dual del problema primal (4.6)-(4.9) en esta situación se define como:

Maximizar
λ,µ,κ

φ(λ,µ,κ) , (4.11)

donde la función φ es la función dual.

Usando la función lagrangiana:

L(z,λ,µ) = f(z, zo,w) + λT h(z,u) + µT
g(z, v) + κT

t(z, zo), (4.12)

donde z es el vector de las variables de decisión, f : IRm2
−nz → IR es la función objetivo, y h : IRm →

IRm, g : IRm → IRm−1 y t : IRnz → IRnz , donde nz es el número de elementos del conjunto Ω0, y
h(z,u), g(z, v) y t(z, zo) son las restricciones de igualdad asociadas a la suma por filas (4.7), a la suma
por columnas (4.8) y a los elementos nulos (4.9), respectivamente.

El problema dual (4.11) se puede reescribir como:

maximizar
λ,µ,κ

[

Infimum
z

L(z, zo,w,u, v,λ,µ,κ)

]

(4.13)

Comentario 4.2 Se supone que f,h, g, y t son tales que el ı́nfimo de la función lagrangiana se alcanza
en algún punto z, de tal forma que el operador ‘́ınfimo’ en (4.13) puede reemplazarse por el operador
‘mı́nimo’. Por este motivo al problema (4.13) se le conoce como problema dual max–min.

La función Lagrangiana particularizada para el problema (4.7)-(4.9) queda como:

L(z, zo,w,u, v,λ,µ,κ) =
m
∑

i=1

∑

∀j; (i,j)/∈Ω0

zij ln

(

wij
zij

zo
ij

)

+
m
∑

i=1

λi

(

m
∑

j=1

zij − ui

)

+

m
∑

j=2

µj

(

m
∑

i=1

zij − vj

)

+
∑

∀(i,j)∈Ω0

κij

(

zij − zo
ij

)

.

(4.14)

Comentario 4.3 Nótese que en esta Sección se estudia en detalle el problema RAS ponderado sin
preocuparse de la forma en la que se definen los pesos para cada una de las transacciones. Una vez
estudiada la influencia de esos pesos en la solución final se procede a proponer distintos criterios
de asignación para poder introducir en el modelo una mayor sinergia o evolución de determinadas
transacciones respecto a las mejoras vinculadas con las infraestructuras del transporte.

4.3. Condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker

Un resultado importante en el campo de la programación no lineal es el que lleva a las condiciones
de Karush, Kuhn and Tucker (véase, por ejemplo, Luenberger [89], Bazaraa, Sherali y Shetty [15]),
Castillo et al. [24] o Conejo et al. [42]). Estas condiciones deben ser satisfechas por la solución óptima
del problema (4.6)-(4.9).

Definición 4.1 (Condiciones de Karush–Kuhn–Tucker (CKKT)). El vector z ∈ IRm2

satisface
las CKKT para el PPLN (4.6)–(4.9) si existen los vectores λ ∈ IRm, µ ∈ IRm−1 y κ ∈ IRnz , tales que:

∇f(z, zo,w) +
m
∑

i=1

λi∇hi(z,u) +
m
∑

j=2

µj∇gj(z, v) +
∑

(i,j)∈Ω0

κij∇tij(z, zo) = 0, (4.15)

hi(z,u) = 0; i = 1, . . . ,m, (4.16)

gj(z, v) = 0; j = 2, . . . ,m, (4.17)

tij(z, z
o) = 0; (i, j) ∈ Ω0. (4.18)



4.3 Condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker 107

6.252.251

z2 h (z)=0

z1

f(z*)

h (z*)

f(z)=5

4

g(z)=0

9

z*

f(z*)

h1(z*)λ

g(z*)µ

g (z*)

0.5 1.5 2 2.5 3

2

2.5

3

1

Único punto factible

Figura 4.1: Ilustración de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para el caso de dos
restricciones de igualdad en el caso bidimensional.

Los vectores λ, µ y κ se denominan multiplicadores de Kuhn–Tucker. La condición (4.15) implica
que el gradiente de la función Lagrangiana en el punto óptimo ha de ser nulo, mientras que las condi-
ciones (4.16)–(4.18) se denominan condiciones de factibilidad primal, que como es lógico establecen que
en el óptimo se han de cumplir las restricciones de igualdad impuestas en el problema original.

La génesis de estas condiciones de optimalidad de primer orden (CKKT) puede ser motivada en el
caso de dos variables independientes, tal y como se muestra en la Figura 4.1. Considérese el caso de dos
restricciones de igualdad. Para que se cumplan las restricciones de factibilidad primal el único punto
válido es la intersección de las dos ecuaciones. Además, la ecuación (4.15) requiere que, si se multiplican
los gradientes de cada una de las restricciones en el punto solución (h(z∗) y g(z∗)) por su multiplicador
correspondiente, el vector suma debe ser igual al gradiente negativo de la función objetivo, como se
muestra en la Figura 4.1. Nótese que en este caso sólo hay una única combinación de valores de λ y µ
que hacen que la solución cumple, es decir, el problema dual tiene solución única.

Las condiciones de Karush–Kuhn–Tucker (CKKT) particularizadas para el problema (4.6)-(4.9)
son las siguientes:

1 + ln

(

wij
zij

zo
ij

)

+ λi + µj = 0; i = 1; . . . ,m; ∀j/ (i, j) /∈ Ω0 & j ≥ 2 (4.19)

1 + ln

(

wij
zij

zo
ij

)

+ λi = 0; i = 1; . . . ,m; j = 1 (4.20)

λi + κij = 0; ∀(i, j) ∈ Ω0 & j = 1 (4.21)

λi + µj + κij = 0; ∀(i, j) ∈ Ω0 (4.22)
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m
∑

j=1

zij − ui = 0; i = 1, . . . ,m, (4.23)

m
∑

i=1

zij − vj = 0; j = 2, . . . ,m, (4.24)

zij − zo
ij = 0; ∀(i, j) ∈ Ω0, (4.25)

donde las ecuaciones (4.19) y (4.22) se corresponden con la ecuación (4.15) para los elementos en la
posición (i, j) tales que zo

ij 6= 0 y zo
ij = 0, respectivamente. Las ecuaciones restantes (4.23)-(4.25) son

las condiciones de factibilidad primal que se corresponden con (4.16)-(4.18), respectivamente.

Como puede apreciarse (4.19)-(4.25) es un sistema no lineal de ecuaciones en el hay m2 + m +
(m − 1) + nz = m2 + 2m + nz − 1 incógnitas (los términos de la nueva matriz de transacciones y las
variables duales), y m−nz +nz +m+m−1+nz = m+2m+nz−1 ecuaciones, por lo tanto el sistema
tiene solución única. Llegados a este punto es importante puntualizar que para obtener solución única
en el sistema es imprescindible eliminar una de las restricciones asociadas o bien a la suma de filas o a
la suma de las columnas de la matriz de transacciones, tal como se ha hecho en el planteamiento del
problema, ya que de no hacerlo:

1. El sistema (4.19)-(4.25) tendŕıa infinitas soluciones con las implicaciones que ello conlleva.

2. El problema primal (4.6)-(4.9) tendŕıa solución única si y sólo si se cumple la condición de
compatibilidad (4.10), en caso contrario no tendŕıa solución.

Nótese que existen en la actualidad programas para la resolución problemas de optimización tales
como el propuesto en (4.6)-(4.9), y que no sólo resuelven el problema primal sino que proporcionan
también el dual de forma simultánea. Éstos implementan rutinas de optimización ampliamente con-
trastadas mediante la solución de multitud de problemas diferentes, y que tienen en cuenta la dispersión
y posibles mal condicionamientos. Algunos de los existentes son:

AIMMS. El paquete AIMMS [102, 16] del Paragon Decision Technology B.V. en Haarlem.

AMPL. El paquete AMPL [62, 103] del Dash Optimization de Nueva York.

GAMS. El paquete GAMS [104] pertenece a la GAMS Development Corp. de Washington. GAMS
también está disponible para clientes europeos en el ARKI Consulting & Development A/S en
Bagsvaerd, Dinamarca, o en GAMS Software GmbH en Colonia, Alemania.

LINDO. El paquete LINDO [105] pertenece a LINDO Systems, Inc. en Chicago.

MPL. El paquete MPL [106] pertenece al Maximal Software Inc, en Arlington.

Sin embargo, es práctica común en estudios territoriales abordar la solución del problema de la
mı́nima distancia mediante métodos directos muy efectivos. En las subsecciones siguientes se procede
a presentar métodos de resolución muy eficientes tanto para el problema primal como para el dual, que
con posterioridad serán la base para realizar un estudio completo de sensibilidad.

4.4. Solución del problema primal

En esta sección se procede a proponer un método directo de resolución del problema primal, es
decir, obtener los valores óptimos de las variables z sin prestar atención a las variables duales. Para ello
se parte del sistema no lineal de ecuaciones (4.19)-(4.25). Obviamente los valores óptimos asociados a
los términos zo

ij = 0; ∀(i, j) ∈ Ω0 son conocidos por la ecuación (4.25), mientras que para el resto de
las variables primales, tomando antilogaritmos en (4.19) se obtiene:

zij =
zo

ij

wij
exp(−(λi + µj + 1))

= exp(−(λi + 1
2
))
zo

ij

wij
exp(−(µj +

1

2
))

= ri
zo

ij

wij
sj ; ∀(i, j) /∈ Ω0,

(4.26)
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donde los términos ri y sj dependen únicamente de λi y µj , respectivamente, que son términos asociados
o bien a las filas (i), o bien a las columnas (j). Si sustituimos el valor obtenido en (4.26) en las ecuaciones
(4.23) y (4.24) se obtienen las siguientes expresiones para los términos ri y sj :

ri =
ui

m
∑

j=1

zo
ij

wij
sj

(4.27)

sj =
vj

m
∑

i=1

ri
zo

ij

wij

, (4.28)

de forma que se obtienen los valores de r y s, y por tanto los valores de z se obtienen iterando las
expresiones (4.27) y (4.28) hasta que los valores convergen a la solución (véase [90] y [9] meter las
referencias).

Nótese que aun incluyendo con los términos tales que (i, j) ∈ Ω0, éstos no afectan el resultado por
ser nulos. Es importante recalcar que si sustituimos los valores de los pesos por la unidad se obtiene la
solución del procedimiento RAS tradicional.

Si se trabaja de forma matricial, la matriz de intercambios z se obtiene a través de la matriz inicial
zo, y de los vectores r y s de la siguiente manera:











z11 z12 · · · z1m

z21 z22 · · · z2m
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. . .
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zm1 zm2 · · · zmm
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r1 0 · · · 0
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m2 · · · zo
mm
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0 0 · · · sm











. (4.29)

Una vez alcanzada la solución todos los términos de la matriz z se dividen por los pesos w.
Si se examinan las derivadas segundas de la función Lagrangiana (4.14), se tiene que:

∂L
∂zij

=
1

zij
, (4.30)

que es estrictamente positivo para todos los valores de z distintos de cero (zij ; ∀(i, j) /∈ Ω0), por lo
tanto podemos confirmar que se trata de un mı́nimo.

El procedimiento RAS ponderado para la solución del problema primal puede resolverse mediante
el siguiente algoritmo:

Algoritmo 4.1 (Solución primal del problema RAS ponderado).

Entrada: Datos incluyendo la matriz inicial de transacciones zo, los pesos asociados a cada término de
la matriz anterior w, y la suma por filas y por columnas de la matriz final u y v, respectivamente.
El número máximo de iteraciones imax, y una tolerancia ǫ para controlar la convergencia del
proceso.

Salida: Valores finales de la matriz de transacciones z con una tolerancia ǫ.

Etapa 1: Comprobación de la condición de compatibilidad (4.10) para asegurarnos de que el problema
tiene solución, en caso afirmativo proceder con la etapa 2, sino terminar y proceder a comprobar los
datos.

Etapa 2: Creación del conjunto Ω0, es decir, recorrer todos los elementos de la matriz original zo y
comprobar si son nulos, en caso afirmativo almacenar los ı́ndices fila y columna correspondientes.

Etapa 3: Como valores iniciales de la matriz z se toman los términos de zo, mientras que todos los
términos tanto de r como de s se toman como 1.

Etapa 4: Comienza el procedimiento iterativo propiamente dicho. Mientras el error sea mayor que la
tolerancia ǫ y el número de iteraciones niter sea menor que el ĺımite permitido imax proceder con los
pasos siguientes:
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1. Obtener los factores pre-multiplicadores r asociados a las filas mediante (4.27).

2. Pre-multiplicar el valor actuar de z por una matriz diagonal cuyos elementos sean los del vector
r.

3. Obtener los factores post-multiplicadores s asociados a las columnas mediante (4.28).

4. Post-multiplicar el valor actual de z por una matriz diagonal cuyos elementos sean los del vector
s.

5. Calcular el valor del error como máxima diferencia relativa del valor actual de todos los elementos
de la matriz z con respecto a los valores en la iteración anterior, y volver al paso 1 de la etapa
4.

En caso contrario se ha alcanzado la convergencia del procedimiento con la tolerancia exigida,
proceder con la siguiente etapa.

Etapa 5: Dividir todos los términos del valor actual de z por los correspondientes pesos, y devolver
su valor.

A continuación se presenta la implementación en Matlab del Algoritmo 4.1:

% Aproximacion RAS

% Datos (terminos aij, asociados a transacciones)

Anat = xlsread(’zss.xls’,’zssnew’,’a1:y25’);

% Comprobacion de las dimensiones

[m,n] = size(Anat); if m ~= n,

error(’numero de filas distinto del numero de columnas,...

comprobar los datos’);

end

% Almacenamiento de los vectores suma por filas y por columnas

uf = xlsread(’u_v.xls’,’u’,’a1:a25’); vf =

xlsread(’u_v.xls’,’v’,’a1:a25’);

% Definicion de la tolerancia para los ceros y el control del error

toler = 1e-6;

% Comprobación de la condición de compatibilidad

if abs(sum(uf)-sum(vf)) > toler,

error(’No se cumple la condicion de compatibilidad, la suma por filas...

es diferente de la suma por columnas, comprobar los datos’);

end

% Defino una matriz booleana para almacenar los indices de Omega0

nulls = sparse(zeros(m,n)); for i = 1:m,

for j =1:n,

if abs(Anat(i,j)) < toler,

nulls (i,j) = 1;

end

end

end
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% Pesos asociadas a cada termino de las transacciones

w = ones(m,n);

% Variables auxiliares almacenando la suma de las filas y de las columnas

% de la matriz original

unat = sum(Anat’)’; vnat = sum(Anat)’;

% Valor inicial de la solucion final y de los factores pre y

% post multiplicadores

Z = Anat; r = zeros(m,1); s = zeros(m,1);

% Maximum iterations number definition for the method

iterlim = 1000;

% inicialización del contador de iteraciones, del error y de una variable

% auxiliar para el calculo del error

niter = 1; er = 2*toler; auxin = max(abs([unat-uf; vnat-vf]));

% Procedimiento iterativo RAS

while er >= toler && niter <= iterlim,

% Generacion de los factores pre-multiplicadores (modificadores de fila)

for i=1:m,

aux = sum(Z(i,:)./w(i,:));

if aux ~= 0,

r(i) = uf(i)/aux;

end

end

% Correccion por filas pre-multiplicando por una matriz diagonal

Z = diag(r)*Z;

% Generacion de los factores post-multiplicadores (modificadores de

% columna)

for j=1:n,

aux = sum(Z(:,j)./w(:,j));

if aux ~= 0,

s(j) = vf(j)/aux;

end

end

% Correccion por columnas post-multiplicando por una matriz diagonal

Z = Z*diag(s);

% Comprobacion del error

auxfin = max(abs([sum(Z’)’-uf; sum(Z)’-vf]));

if auxfin ~= 0,

er = abs((auxfin-auxin)/auxfin);

end

% Actualizacion del parametro para el calculo del error y del

% contador de iteraciones

auxin = auxfin;

niter = niter+1;

end

% Fin del procedimiento iterativo
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% Division elemento a elemento de la solucion final por los pesos

Z = Z./w;

% Solucion optima de la funcion objetivo

J = 0; for i = 1:m,

for j = 1:m,

if ~nulls(i,j),

J = J + Z(i,j)*log(w(i,j)*Z(i,j)/Anat(i,j));

end

end

end

% Almacenamiento de la solucion en un fichero de texto ’Z.txt’ para su

% posible uso en otras aplicaciones

save Z.txt -ascii -double Z;

4.5. Solución del problema dual

En esta sección se procederá a proponer un método directo de resolución del problema dual a partir
de la solución del problema primal. Antes de comenzar con la explicación del método propiamente
dicho se procederá a justificar la importancia de resolver el problema dual, que hasta ahora ha sido un
problema carente de importancia práctica en la literatura existente.

Es práctica común en ingenieŕıa el empleo de modelos matemáticos como el problema (4.6)-(4.9)
para describir los problemas. Sin embargo, estos modelos sólo pueden ser considerados como simpli-
ficaciones de la realidad, y no como réplicas exactas. Frecuentemente, cuando se emplea un modelo
determinado se actúa como si el modelo describiera perfectamente la realidad f́ısica y como si todas las
hipótesis que permiten aplicar el modelo se cumplieran a la perfección. Además, cuando se estiman los
parámetros de un modelo a partir de datos, éstos últimos pueden estar sujetos a errores, existir falta
de precisión, etc. Consecuentemente, las conclusiones derivadas del análisis son sensibles a los modelos
y datos o parámetros elegidos y es tan importante conocer cómo afectan los parámetros a la solución
como obtener la solución para los parámetros dados.

La importancia práctica de la solución del problema dual radica en el hecho de que los valores de
las variables duales asociadas a las restricciones proporcionan las sensibilidades o derivadas parciales
del valor óptimo de la función objetivo con respecto a los parámetros que aparecen en los términos de
la derecha de las restricciones (4.7)-(4.9), es decir, con respecto a u, v y zo

ij ; ∀(i, j) ∈ Ω0.

Definición 4.2 (Punto regular). La solución de un problema de optimización z∗, λ∗, µ∗, κ∗ and
f∗ es considerada un punto regular si los gradientes de las restricciones activas son linealmente inde-
pendientes.

Teorema 4.1 (Sensibilidades con respecto a la función objetivo). Considérese el problema de
optimización (4.6)-(4.9) cuya solución is un punto regular, entonces se cumple que:

∂f(z∗, zo,w)

∂ui
= −λi; i = 1, . . . ,m, (4.31)

∂f(z∗, zo,w)

∂vj
= −µj ; i = 2, . . . ,m, (4.32)

∂f(z∗, zo,w)

∂aij
= −κij ; ∀(i, j) ∈ Ω0, (4.33)

es decir, que las sensibilidades del valor óptimo de la función objetivo del problema (4.6)-(4.9) con
respecto a los cambios en los parámetros u, v y los términos nulos de zo, que están en los términos
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de la derecha de las restricciones (4.7)-(4.9), respectivamente, coinciden con los valores óptimos de las
variables duales asociadas a cada restricción con el signo cambiado.

La demostración de este teorema puede encontrarse, por ejemplo, en Luenberger [89] o Conejo et
al. [42]

Es importante recalcar que para que este teorema se pueda aplicar, los parámetros con respecto
a los cuales se desea conocer las sensibilidades han de aparecer en los términos de la derecha de las
restricciones. Por ese motivo, con este método no es posible conocer la sensibilidad de la función objetivo
con respecto a los pesos w y los términos no nulos de la matriz inicial zo.

Una vez justificada la importancia de la solución del problema dual se procede a describir el método
para obtener su solución partiendo de la solución del problema primal. Para ello se parte del sistema
no lineal de ecuaciones (4.19)-(4.25) pero incluyendo las variables duales asociadas a todas las sumas
por filas y por columnas, es decir, eliminamos de (4.19) la condición ∀j/ j ≥ 2, posteriormente lo
justificaremos. Reorganizando términos llegamos al siguiente sistema lineal de ecuaciones:

λi + µj = −1− ln

(

wij
zij

zo
ij

)

; i = 1; . . . ,m; ∀j/ (i, j) /∈ Ω0 (4.34)

λi + µj + κij = 0; ∀(i, j) ∈ Ω0. (4.35)

En primer lugar la atención se centra en (4.34) que nos permite calcular los multiplicadores λ y µ,
y posteriormente se obtendrán los valores de κ empleando (4.35).

Teniendo en cuenta que incluimos los multiplicadores asociados a todas las sumas por filas y por
columnas y considerando que la condición de compatibilidad (4.10) se cumple, en (4.34) disponemos de
un total de m2−nz ecuaciones mientras que el número de incógnitas es de 2m. Como puede apreciarse,
en condiciones normales, es decir, si el número de elementos nulos de la matriz original zo cumple que
nz ≤ m2− 2m, entonces disponemos del suficiente número de ecuaciones como para resolver el sistema
(4.34). De hecho, en la mayoŕıa de los casos disponemos de más ecuaciones de las necesarias, en tal
caso hay que seleccionar de la matriz de coeficientes del sistema (4.34), que llamaremos cλ,µ, una

sub-matriz cuyo rango sea igual a 2m y proceder a resolver.
Para la selección adecuada de esa sub-matriz de coeficientes se parte de la matriz de coeficientes

original. En principio y para simplificar el análisis se considera que no hay ningún elemento nulo en la
matriz original zo, es decir, que nz = 0. En ese caso la estructura de la matriz de coeficientes cλ,µ y

del vector de términos independientes bλ,µ es:

cλ,µ =











































































λ1 0 0 · · · 0 µ1 0 0 · · · 0
λ1 0 0 · · · 0 0 µ2 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
λ1 0 0 · · · 0 0 0 0 · · · µm

0 λ2 0 · · · 0 µ1 0 0 · · · 0
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...

...
...

. . .
...

...
...
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. . .

...
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. . .

...
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y bλ,µ =











































































−1− ln (w11z11/z
o
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o
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...
−1− ln (w1mz1m/z

o
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o
21)

−1− ln (w22z22/z
o
22)

...
−1− ln (w2mz2m/z

o
2m)

−1− ln (w31z31/z
o
31)

−1− ln (w32z32/z
o
32)

...
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o
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. (4.36)

Empleando el método de ortogonalización propuesto por Castillo et al. [22, 23, 26], se puede
demostrar que la matriz de coeficientes cλ,µ tiene de rango 2m − 1, por lo tanto la solución del
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Figura 4.2: Interpretación gráfica de una restricción redundante en el caso bidimensio-
nal.

sistema (4.34) es un espacio vectorial (véase Padberg [107] y Castillo et al. [24, 25]) de la forma:
[

λ

µ

]

=

[

λ0

µ0

]

+ ρ

[

λ1

µ1

]

, (4.37)

compuesto por una solución particular (λ0,µ0)
T mas un espacio vectorial donde ρ ∈ IR, y (λ1,µ1)

T es
la solución del sistema homogéneo. Dado que ρ puede tomar infinitos valores, el sistema, y por tanto el
problema dual tiene infinitas soluciones. Ese es el motivo por el que en el problema primal (4.6)-(4.9)
se elimina una de las restricciones asociadas a la primera de las filas, de esa forma el sistema lineal para
resolver el problema dual correspondiente a (4.19) tiene de rango 2m − 1, de forma que el número de
ecuaciones 2m− 1 iguala al número de incógnitas 2m− 1 y el sistema tiene solución única.

Comentario 4.4 Para que el sistema (4.34) y por tanto el problema dual tenga solución única es
imprescindible eliminar una de las ecuaciones suma por filas o suma por columnas, debido a que una
de ellas supone información redundante debido a la condición de compatibilidad (4.10).

En la Figura 4.2 se muestra una interpretación gráfica de el efecto que tienen una restricción
redundante en la solución de un problema de optimización. Nótese que si eliminamos cualquiera de las
restricciones h(z) = 0, g1(z) = 0 ó g2(z) = 0 la solución del problema primal es la misma, sin embargo
en el problema dual hay infinitas combinaciones de los valores de las variables duales λ, µ1, y µ2 tales
que al multiplicarlas por los gradientes de las restricciones permiten obtener el gradiente de la función
objetivo con el signo cambiado. Por ese motivo se dice que hay una restricción redundante.

El paso siguiente es determinar:
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1. Qué submatriz de dimensiones ((2m− 1)× (2m− 1)) se selecciona.

2. Si la selección de la submatriz es determinante en la solución.

3. Una vez seleccionada la submatriz escoger cuál de las variables duales asociadas a las restricciones
fila o columna se elimina y de nuevo, conocer qué implicaciones tiene el seleccionar una y no
otra.

Para contestar estos interrogantes inicialmente se va a seleccionar el siguiente bloque de dimensiones
2m× 2m de la matriz cλ,µ y su correspondiente vector de términos independientes:

cλ,µ =

















































λ1 0 0 · · · · · · · · · 0 µ1 0 0 · · · 0

λ1 0 0 · · · · · · · · · 0 0 µ2 0 · · · 0
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y bλ,µ =
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(4.38)

La matriz anterior se puede demostrar que tiene rango 2m−1, de forma que empleando el método de
ortogonalización se pueden obtener las infinitas soluciones del sistema (4.34), que queda de la siguiente
manera:
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, (4.39)

donde sólo intervienen elementos de la primera fila y primera columna de las matrices z, zo y w.
Nótese por ejemplo que si quisiéramos que el valor de la variable dual µ1 fuese siempre nulo, el

único valor de ρ que cumpliŕıa esa condición seŕıa ρ = 0, en ese caso habŕıa una única solución del
problema dual, que seŕıa la misma solución que se obtendŕıa de resolver el sistema (4.38) eliminando la
fila segunda de la matriz de coeficientes y del vector de términos independientes y la columna (m+ 1)-
ésima de la matriz de coeficientes. Precisamente esta solución es la que se corresponde con el sistema
(4.19) que elimina la primera restricción asociada a la suma por columnas, que se corresponde con el
multiplicador µ1.

La interpretación f́ısica o económica de esta solución es sencilla, como bien se dijo en el Teorema
4.1 las variables duales, en concreto λ y µ, son la sensibilidades de la función objetivo con respecto a
los cambios en los parámetros u y v, respectivamente. Dado que la derivada parcial implica el cambio
en la función objetivo cuando sólo un parámetro cambia, obviamente si los demás parámetros u y
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v no cambian cuando una de ellos lo hace, la condición de compatibilidad (4.10) deja de cumplirse y
el problema no tiene solución. Por ese motivo es necesario no incluir una de las variables duales para
permitir que la condición de compatibilidad se cumpla siempre, y en el caso concreto de la solución
(4.39) el valor de v1 es el que sirve de comod́ın para que se cumpla la condición de compatibilidad.

Tras esta explicación la siguiente pregunta que se plantea es si se puede seleccionar eliminar otra
restricción-variable dual, y en ese caso cuál seŕıa la solución del dual. La respuesta es afirmativa,
partiendo de las infinitas soluciones supóngase que queremos eliminar la restricción i-ésima de suma
por filas, que se corresponde con la variable dual λi. Para ello basta con seleccionar el valor adecuado
del parámetro ρ para anular λi en la solución final, en este caso ρ = −(1 + ln (wi1zi1/z

o
i1)) de forma

que la solución final queda como:
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. (4.40)

Análogamente se puede proceder con el resto de las restricciones o variables duales, por lo tanto
queda claro que independientemente de la restricción que eliminemos se podŕıa obtener la solución del
problema dual para cualquier otra restricción eliminada.

Aclarado este punto nos queda examinar que ocurre si en la solución obtenida alguno de los términos
(i, j) se corresponde con un elemento nulo de la matriz zo, en ese caso no se podŕıa obtener el valor de
la variable dual por que tendŕıamos una indeterminación 0

0
, y tendŕıamos que seleccionar otra solución

que nos permitiera calcular el multiplicador. Como ese proceso puede ser laborioso y normalmente el
número de elementos no nulos no es demasiado elevado vamos a proporcionar un método alternativo
que permita el cálculo de las variables duales que no se pueden calcular con la solución particular en
(4.39).

Partiendo de las ecuaciones (4.19), (4.24) y (4.25) si se despeja zij de (4.19) y se sustituye en (4.24)
y (4.25) y se simplifica se llega a las siguientes expresiones:

λi = −1− log
ui

m
∑

j=1

zo
ij

wij
exp (−µj)

; i = 1, . . . ,m (4.41)

µj = −1− log
vj

m
∑

i=1

exp (−λi)
zo

ij

wij

; j = 2, . . . ,m. (4.42)

que permiten calcular de forma iterativa el resto de las variables duales.
Respecto a las variables duales κ una vez que se tienen las variables λ y µ su obtención es inmediata

mediante la ecuación (4.22):

κij = −λi − µj ; ∀(i, j) ∈ Ω0, (4.43)

es decir que la sensibilidad de la función objetivo respecto de un parámetro fijo zo
ij = 0 es igual a la

suma de las variables duales asociadas a su fila λi y a su columna µj .
El procedimiento RAS ponderado para la solución del problema dual puede resolverse mediante el

siguiente algoritmo:
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Algoritmo 4.2 (Solución dual del problema RAS ponderado).

Entrada: Datos incluyendo la matriz inicial de transacciones zo, los pesos asociados a cada término de
la matriz anterior w, y la suma por filas y por columnas de la matriz final u y v, respectivamente,
y la solución del problema primal z. El número máximo de iteraciones imax, y una tolerancia ǫ
para controlar la convergencia del proceso.

Salida: Valores finales de las variables duales λ, µ and κ con una tolerancia ǫ.

Etapa 1: Creación del conjunto Ω0, es decir, recorrer todos los elementos de la matriz original zo y
comprobar si son nulos, en caso afirmativo almacenar los ı́ndices fila y columna correspondientes.

Etapa 2: Cálculo de los valores de las variables duales λ, µ para los términos no nulos de la primera
fila y columna de la matriz inicial de transacciones zo mediante la solución dada por (4.39) para ρ = 0.

Etapa 3: Procedimiento iterativo para el cálculo de los multiplicadores que no pudieron obtenerse
anaĺıticamente. Mientras el error sea mayor que la tolerancia ǫ y el número de iteraciones niter sea
menor que el ĺımite permitido imax proceder con los pasos siguientes:

1. Obtener los nuevos valores de λi; ∀i/zo
i1 = 0 & ui 6= 0 asociados a las filas mediante (4.41).

2. Obtener los nuevos valores de µj ; ∀j/zo
j1 = 0 & uj 6= 0 asociados a las columnas mediante (4.42).

3. Calcular el valor del error como máxima diferencia relativa del valor actual de todos los elementos
del vector [λ µ]T con respecto a los valores en la iteración anterior, y volver al paso 1 de la etapa
3.

En caso contrario se ha alcanzado la convergencia del procedimiento con la tolerancia exigida,
proceder con la siguiente etapa.

Etapa 4: Calcular las variables duales asociadas a los términos nulos de la matriz inicial de transac-
ciones mediante la ecuación (4.22) y devolver la solución λ, µ y κ.

A continuación se presenta la implementación en Matlab del Algoritmo 4.2, nótese que el código

mostrado a continuación iŕıa inmediatamente después del código correspondiente a la solución del

problema primal de la página 108:

% Valores iniciales de los multiplicadores asociados con la suma de las

% transacciones por filas y por columnas

mu = zeros(m,1); lambda = zeros(m,1);

% Solucion analitica considerando que no se considera la restriccion

% asociada a la suma de la primera columna

for i=1:m,

if ~nulls(i,1),

lambda(i) = -1-log(w(i,1)*Z(i,1)/Anat(i,1));

end

end

for j=2:n,

if j==2,

if ~nulls(1,2) & ~nulls(1,1)>0,

mu(j) = -log(w(1,2)*Z(1,2)/Anat(1,2))+log(w(1,1)*Z(1,1)/Anat(1,1));

end

else

if ~nulls(m,j)>0 & ~nulls(m,1)>0,

mu(j) = -log(w(m,j)*Z(m,j)/Anat(m,j))+log(w(m,1)*Z(m,1)/Anat(m,1));

end
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end

end

% inicializacion del contador de iteraciones, y el parametro y las variables

% auxiliares para controlar el error

niter = 1; er = 2*toler; auxin = 0; lambdaold = lambda; muold =

mu;

% Comienzo del procedimiento iterativo para calcular las variables duales que

% no se pudieron calcular mediante las expresiones analiticas por la presencia

% de ceros en la primera fila o columna de la matriz de transacciones inicial

while er >= toler && niter <= iterlim,

% Obtencion de los valores de lambda

for i=1:m,

if uf(i)>0 & abs(lambda(i))<toler,

suma = 0;

for j = 1:n,

suma = suma + Anat(i,j)/w(i,j)*exp(-mu(j));

end

lambda(i) = -1-log(uf(i)/suma);

end

end

% Obtencion de los valores de mu

for j=2:n,

if vf(j)>0 & abs(mu(j))<toler,

suma = 0;

for i = 1:m,

suma = suma + Anat(i,j)/w(i,j)*exp(-lambda(i));

end

mu(j) = -1-log(vf(j)/suma);

end

end

% Comprobacion del error

auxfin = max(abs([lambda-lambdaold; mu-muold]));

if auxfin > toler,

er = abs((auxfin-auxin)/auxfin);

else

er = 0;

end

% Actualizacion del error y del contador de iteraciones

auxin = auxfin;

lambdaold = lambda;

muold = mu;

niter = niter+1;

end

% Fin del procedimiento iterativo

% Valores iniciales de los multiplicadores de Lagrange asociados a los

% terminos fijos (nulos) de la matriz de transacciones

kappa = sparse(zeros(m,n));
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for i = 1:m,

for j= 1:n,

if nulls(i,j),

kappa (i,j) = -lambda(i)-mu(j);

end

end

end

Una vez obtenidos los multiplicadores, la expresión (4.39) permite calcular cualquier combinación
de variables duales dependiendo de la restricción que eliminemos en (4.7)-(4.8), la cuestión es que
dependiendo de la restricción eliminada los resultados de las variables duales cambian, lo cual plantea
varios interrogantes:

1. ¿Significa eso que obtenemos unas sensibilidades diferentes en función de la restricción selec-
cionada?

2. ¿No seŕıa lo correcto obtener unas sensibilidades invariantes?, de esta forma se correspondeŕıa
con la unicidad de solución del problema primal.

La respuesta a estas preguntas es afirmativa, lo cual obliga a replantear la interpretación del
dual de forma que se obtengan resultados de sensibilidades invariantes independientes de la restricción
eliminada. Si se analiza con detalle la estructura de la solución (4.39), especialmente el término asociado
al espacio vectorial, se puede observar que los términos asociados a los λ y µ son iguales pero con signo
diferente. Por este motivo se puede demostrar que se cumple la siguiente condición:

λi + µj + κij = cte.; ∀i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . ,m; (i, j) ∈ Ω0

λi + µj = cte.; ∀i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . ,m; (i, j) /∈ Ω0.
(4.44)

Es decir, que independientemente de la restricción eliminada para cumplir la condición de compat-
ibilidad, la suma de los multiplicadores asociados a la suma de las filas y a la suma de las columnas,
respectivamente, es constante. De esta forma se puede obtener la matriz de sensibilidad dual Φ de
la siguiente manera:

Φ =











λ1 + µ1 + κ11 λ1 + µ2 + κ12 λ1 + µ3 + κ13 · · · λ1 + µm + κ1m

λ2 + µ1 + κ21 λ2 + µ2 + κ22 λ2 + µ3 + κ23 · · · λ2 + µm + κ2m

...
...

...
. . .

...
λm + µ1 + κm1 λm + µ2 + κm2 λm + µ3 + κm3 · · · λm + µm + κmm











, (4.45)

donde cada término Φij cambiado de signo representa la sensibilidad de la función objetivo cuando se
incrementa la producción del sector económico i-ésimo y ese crecimiento es absorbido o se traduce en
ventas en el sector económico j-ésimo.

Comentario 4.5 Nótese que en la matriz (4.45) de esta forma se le asignan valores nulos a los
elementos κij = 0; (i, j) /∈ Ω0.

La utilidad práctica de esta expresión es enorme ya que el procedimiento RAS trata de obtener la
mı́nima distancia entre las tablas input-output en diferentes periodos a partir de la suma por filas y
por columnas de la matriz final, de forma que la solución se interpreta como el mı́nimo cambio posible
con los medios disponibles. Este procedimiento tiene otra interpretación ya que la función objetivo
del problema RASA puede verse como una medida del aumento óptimo de la economı́a de un lugar
(máximo crecimiento con el mı́nimo cambio), y la matriz Φ permite saber que flujo económico repercute
más en el crecimiento de una economı́a.

El código GAMS para el cálculo de la matriz de sensibilidad dual una vez obtenidos los multipli-

cadores es el siguiente:

% Generacion de la matriz de sensibilidad dual

Phi = sparse(zeros(m,n));
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for i = 1:m,

for j= 1:n,

Phi (i,j) = -lambda(i)-mu(j)-kappa(i,j);

end

end

4.6. Análisis de sensibilidad integral

En la Sección 4.5 se puso de manifiesto la importancia del análisis de sensibilidad y se propor-
cionó un método para estudiar la sensibilidad de la función objetivo con respecto a determinados
parámetros.

Ciertamente es esencial para el análisis cŕıtico de los datos conocer cómo afectan los parámetros
y datos en las conclusiones, esto se conoce como análisis de sensibilidad. Esta herramienta permite
conocer los efectos de los cambios en los datos siendo una herramienta muy útil para la detección de
datos erróneos, la definición de estrategias de calibración, para optimizar recursos, reducir costes, etc.

Definición 4.3 (Análisis de sensibilidad). El análisis de sensibilidad es el estudio de cómo las
variaciones en los resultados de un modelo pueden explicarse, cualitativa o cuantitativamente, debido
a las posibles fuentes de variación, y cuyo objetivo principal es determinar cómo el modelo depende
de los datos o información proporcionada, de la estructura y de las hipótesis empleadas para definir el
modelo.

En su conjunto el análisis de sensibilidad aumenta la confianza en los modelos y sus predicciones,
proporcionando un entendimiento de cómo las variables de respuesta del modelo se ven afectadas por
los cambios en los datos. La inclusión de un estudio de sensibilidad en un modelo implica un aumento
en la calidad del mismo.

En las secciones siguientes se muestra un método general de cálculo de sensibilidades.

Partiendo de la solución z∗ del problema (4.6)-(4.9), que cumple las condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker (4.15)–(4.18), ciertas cuestiones son de interés:

1. ¿Cúal es la sensibilidad local de f∗ = f(z∗, zo,w) con respecto a cambios en los parámetros
zo, w, u, y v?. Es decir, la sensibilidad de la función objetivo en el punto óptimo cuando los
parámetros o datos se modifican.

2. ¿Cúal es la sensibilidad local de z∗ con respecto a cambios en los parámetros zo, w, u, y v?.
Es decir, a sensibilidad de los valores óptimos de las variables primales cuando los parámetros o
datos se modifican.

3. ¿Cúal es la sensibilidad local de λ∗, µ∗ y κ∗ con respecto a cambios en los parámetros zo, w, u,
y v?. Es decir, a sensibilidad de los valores óptimos de las variables duales cuando los parámetros
o datos se modifican.

La respuesta a todas estas preguntas se da a continuación, donde se presenta un método que permite
calcular las sensibilidades de la solución óptima (z∗,λ∗,µ∗,κ∗, f∗) con respecto a cambios locales en
los parámetros θ = (w, zo,u, v). Para ello, se perturba o modifica z, λ, µ, κ, y f de forma que
las condiciones de KKT (4.15)–(4.18) se sigan cumpliendo. Para ello diferenciamos las condiciones de
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Karush-Kuhn-Tucker y la función objetivo como se muestra a continuación:

(∇zf(z∗, zo,w))T dz + (∇θf(z∗, zo,w))T dθ − df = 0 (4.46)
(

∇zzf(z∗, zo,w) +

m
∑

i=1

λ∗

i∇zzhi(z
∗,u)+

m
∑

j=2

µ∗

j∇zzgj(z
∗, v) +

∑

(i,j)∈Ω0

κ∗

ij∇zz tij(z∗, zo)



dz+

(

∇zθf(z∗, zo,w) +
m
∑

i=1

λ∗

i∇zθhi(z
∗,u)+

m
∑

j=2

µ∗

j∇zθgj(z
∗, v) +

∑

(i,j)∈Ω0

κ∗

ij∇zθtij(z
∗, zo)



dθ+ (4.47)

∇zh(z∗,u)dλ +∇zg(z∗, v)dµ +∇zt(z∗, zo)dκ = 0(m2×m2) (4.48)

(∇zh(z∗,u))T dz + (∇θh(z∗,u))T dθ = 0m (4.49)

(∇zg(z∗, v))T dz + (∇θg(z
∗, v))T dθ = 0m−1 (4.50)

(∇zt(z∗, zo))T dz + (∇θt(z
∗, zo))T dθ = 0nz (4.51)

donde todas las matrices que intervienen se evalúan en el punto óptimo, y las restricciones redundantes
has sido eliminadas.

En forma matricial, el sistema lineal de ecuaciones (4.46)-(4.51) puede escribirse como:

M δp =























Fz | Fθ | 0 | 0 | 0 | −1

Fzz | Fzθ | H
T
z | GT

z | T T
z | 0

Hz | Hθ | 0 | 0 | 0 | 0

Gz | Gθ | 0 | 0 | 0 | 0

T z | T θ | 0 | 0 | 0 | 0













































dz

dθ

dλ

dµ

dκ

df























= 0, (4.52)

donde el significado de la matriz M se obtiene del sistema (4.46)-(4.51), y donde cada una de las
submatrices se define a continuación (las dimensiones se muestran entre paréntesis) particularizadas
para el problema RAS ponderado (4.6)-(4.9):

Fz (1×m2) = (∇zf(z∗, zo,w)))
T

=







1 + ln

(

wij
zij

zo
ij

)

si (i, j) /∈ Ω0

0 si (i, j) ∈ Ω0

(4.53)

Fθ (1×p)
=

(

∇θf(z∗, zo,w))
)T

;

∂f(z∗, zo,w)

∂wij
=

{ zij

wij
si (i, j) /∈ Ω0

0 si (i, j) ∈ Ω0

∂f(z∗, zo,w)

∂aij
=







−zij

zo
ij

si (i, j) /∈ Ω0

0 si (i, j) ∈ Ω0

∂f(z∗, zo,w)

∂u
= 0m

∂f(z∗, zo,w)

∂v
= 0m−1

(4.54)
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Fzz (m2×m2) = ∇zzf(z∗, zo,w) +
m
∑

i=1

λ∗

i∇zzhi(z
∗,u)

+

m
∑

j=2

µ∗

j∇zzgj(z
∗, v) +

∑

(i,j)∈Ω0

κ∗

ij∇zz tij(z∗, zo);

∂2f(z∗, zo,w)

∂zij∂zkl
=







1

zij
si (i, j) /∈ Ω0 & i = k & j = l

0 si otro caso

∂2hi(z
∗,u)

∂2z
= 0; i = 1, . . . ,m

∂2gj(z
∗, v)

∂2z
= 0; j = 2, . . . ,m

∂2tij(z
∗, zo)

∂2z
= 0; ∀(i, j) ∈ Ω0

(4.55)

Fzθ (m2×p)
= ∇zθf(z∗, zo,w) +

m
∑

i=1

λ∗

i∇zθhi(z
∗,u)

+

m
∑

j=2

µ∗

j∇zθgj(z
∗, v) +

∑

(i,j)∈Ω0

κ∗

ij∇zθtij(z
∗, zo);

∂2f(z∗, zo,w)

∂zij∂wkl
=







1

wij
si (i, j) /∈ Ω0 & i = k & j = l

0 si (i, j) ∈ Ω0 & (i 6= k ó j 6= l)

∂2f(z∗, zo,w)

∂zij∂zo
kl

=







− 1

zo
ij

si (i, j) /∈ Ω0 & i = k & j = l

0 si (i, j) ∈ Ω0 & (i 6= k ó j 6= l)

∂2hi(z
∗,u)

∂z∂w
=
∂2hi(z

∗,u)

∂z∂zo
=
∂2hi(z

∗,u)

∂z∂u
=
∂2hi(z

∗,u)

∂z∂v
= 0; i = 1, . . . ,m

∂2gj(z
∗, v)

∂z∂w
=
∂2gj(z

∗, v)

∂z∂zo
=
∂2gj(z

∗, v)

∂z∂u
=
∂2gj(z

∗, v)

∂z∂v
= 0; j = 2, . . . ,m

∂2tij(z
∗, zo)

∂z∂w
=
∂2tij(z

∗, zo)

∂z∂zo
=
∂2tij(z

∗, zo)

∂z∂u
=
∂2tij(z

∗, zo)

∂z∂v
= 0; ∀(i, j) ∈ Ω0

(4.56)

Si se observan las expresiones (4.55) y (4.56) se llega a la conclusión de que no es necesaria la
solución del problema dual ya que los multiplicadores de Lagrange (variables duales) multiplican a
matrices de ceros.

Hz (m×m2) = ∇zh(z∗,u);
∂hi(z

∗,u)

∂zkl
=

{

1 si i = k
0 si i 6= k

; i = 1, . . . ,m
(4.57)

Hθ (m×p)
= ∇θh(z∗,u);

∂hi(z
∗,u)

∂w
= 0; i = 1, . . . ,m

∂hi(z
∗,u)

∂zo
= 0; i = 1, . . . ,m

∂hi(z
∗,u)

∂uk
=

{

−1 si i = k
0 si i 6= k

; i = 1, . . . ,m

∂hi(z
∗,u)

∂v
= 0; i = 1, . . . ,m

(4.58)

Gz ((m−1)×m2) = ∇zg(z∗, v);
∂gj(z

∗, v)

∂zkl
=

{

1 si j = l
0 si j 6= l

; j = 2, . . . ,m
(4.59)
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Gθ ((m−1)×p)
= ∇θg(z

∗, v);

∂gj(z
∗, v)

∂w
= 0; j = 2, . . . ,m

∂gj(z
∗, v)

∂zo
= 0; j = 2, . . . ,m

∂gj(z
∗, v)

∂u
= 0; j = 2, . . . ,m

∂gj(z
∗, v)

∂vk
=

{

−1 si j = k
0 si j 6= k

; j = 2, . . . ,m

(4.60)

T z (nz×m2) = ∇zt(z∗, zo);
∂tij(z

∗, zo)

∂zkl
=

{

1 si i = k & j = l
0 si i 6= k ó j 6= l

; ∀(i, j) ∈ Ω0
(4.61)

T θ (nz×p)
= ∇θt(z

∗, zo);

∂tij(z
∗, zo)

∂w
= 0; ∀(i, j) ∈ Ω0

∂tij(z
∗, zo)

∂zo
kl

=

{

−1 si i = k & j = l
0 si i 6= k ó j 6= l

; ∀(i, j) ∈ Ω0

∂tij(z
∗, zo)

∂u
= 0; ∀(i, j) ∈ Ω0

∂tij(z
∗, zo)

∂v
= 0; ∀(i, j) ∈ Ω0

(4.62)

El sistema (4.52) puede reescribirse como:

U













dz

dλ

dµ

dκ

df













= Sdθ (4.63)

donde las matrices U y S tienen la forma siguiente:

U =























Fz | 0 | 0 | 0 | −1

Fzz | HT
z | GT

z | T T
z | 0

Hz | 0 | 0 | 0 | 0

Gz | 0 | 0 | 0 | 0

T z | 0 | 0 | 0 | 0























, S = −























Fθ

Fzθ

Hθ

Gθ

Tθ























. (4.64)

Partiendo de este sistema del que se han eliminado las restricciones redundantes se puede llegar a
la solución:

















dz

dλ

dµ

dκ

df

















= U
−1
S dθ. (4.65)

Si el vector dθ se reemplaza por una matriz en cuyas columnas se incluyan distintas direcciones
unitarias se obtienen las derivadas parciales de todas las variables y de la función objetivo con respecto
a esas direcciones. En particular, si en (4.65) se reemplaza dθ por la matriz identidad Ip se obtienen
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todas las derivadas parciales posibles:

































∂z

∂θ
∂λ

∂θ
∂µ

∂θ
∂κ

∂θ
∂f

∂θ

































= U
−1
S. (4.66)

Este resultado puede simplificarse aún más si se consideran las siguientes matrices:

Az =













Fzz | HT
z | GT

z | T T
z

Hz | 0 | 0 | 0

Gz | 0 | 0 | 0

T z | 0 | 0 | 0













y Aθ =













Fzθ

Hθ

Gθ

Tθ













, (4.67)

donde Az es una matriz simétrica. De esta forma la expresión (4.66) puede resolverse de la siguiente
manera:

[

∂z

∂θ

∂λ

∂θ

∂µ

∂θ

∂κ

∂θ

]T

= −A−1
z Aθ (4.68)

∂f

∂θ
= Fθ − FzA

−1
z Aθ . (4.69)

Nótese que las expresiones anteriores permiten calcular sensibilidades de variables primales y duales
con respecto a los parámetros por un lado, y sensibilidades de la función objetivo por otro. La estructura
de la matriz (4.68) y de la matriz (4.69) se muestra en la Figura 4.3.

Es importante recalcar que las matrices U y Az son altamente dispersas, de forma que las expre-
siones (4.68) y (4.69) se pueden resolver mediante algoritmos especiales muy eficientes para este tipo
de matrices.

El procedimiento para la obtención de las sensibilidades puede resumirse mediante el siguiente
algoritmo:

Algoritmo 4.3 (Estudio de sensibilidad).

Entrada: Datos incluyendo la matriz inicial de transacciones zo y los pesos asociadas a cada término
de la matriz anterior w, y la solución del problema primal z (no es necesaria la solución del
problema dual).

Salida: Valores finales de todas las sensibilidades.

Etapa 1: Obtención de las submatrices dadas por las fórmulas (4.53)-(4.62).

Etapa 2: Ensamblaje de las matrices Az y Aθ del sistema (4.67).

Etapa 3: Cálculo de las sensibilidades empleando las expresiones (4.68) y (4.69).

A continuación se presenta la implementación en Matlab del Algoritmo 4.3, nótese que el código
mostrado a continuación iŕıa inmediatamente después de los códigos correspondientes a la solución del
problema primal y dual de la páginas 108 y 115, respectivamente:

% Jacobiano de la funcion objetivo con respecto a las variables Z

nd = m*n; % Numero de variables en el estudio de sensibilidad

Fz = sparse(zeros(1,nd));
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11z
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12. . .z

o
21z

o
22. . .z

o
m1z

o
m2. . .z

o
mmu1u2. . .umv1v2. . .vm

z11
z12
...

z1m

z21
z22
...

z2m

...

zmm

λ1

λ2

...

λm

µ2

µ3

...

µm

κij



















































































∂zij

∂wkl

∂zij

∂zo
kl

∂zij

∂uk

∂zij

∂vl

∂λk

∂wij

∂λk

∂zo
ij

∂λk

∂ui

∂λk

∂vj

∂µk

∂wij

∂µk

∂zo
ij

∂µk

∂ui

∂µk

∂vj

∂κij

∂wkl

∂κij

∂zo
kl

∂κij

∂uk

∂κij

∂vl



















































































f

[

∂f

∂wkl

∂f

∂zo
kl

∂f

∂uk

∂f

∂vl

]

Figura 4.3: Estructura de la matriz con las sensibilidades de las variables primales y
duales y de la función objeto con respecto a todos los parámetros.
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posi = 1; % Indicador de posicion

for i = 1:m,

for j = 1:n,

if ~nulls(i,j),

Fz (posi) = 1+log(w(i,j)*Z(i,j)/Anat(i,j));

end

posi = posi + 1; % Actualizacion de la posicion

end

end

% Jacobiano de la funcion objetivo con respecto a los datos Theta

nrc = nnz(lambda); % Numero de restricciones fila

ncc = nnz(mu); % Numero de restricciones columna

p = 2*nd+nrc+ncc; % Numero de datos o parametros

Ftheta = sparse(zeros(1,p));

% Derivadas con respecto a los pesos

posi = 1; % Indicador de posicion

for i = 1:m,

for j = 1:n,

if ~nulls(i,j),

Ftheta (posi) = Z(i,j)/w(i,j);

end

posi = posi + 1; % Actualizacion de la posicion

end

end

% Derivadas con respecto a las transacciones iniciales

for i = 1:m,

for j = 1:n,

if ~nulls(i,j),

Ftheta (posi) = -Z(i,j)/Anat(i,j);

end

posi = posi + 1; % Actualizacion de la posicion

end

end

% Las derivadas con respecto a u y v son nulas

% Hessiano del Lagrangiano con respecto a las variables Z

Fzz = sparse(zeros(nd,nd));

% Hessiano de la funcion objetivo con respecto a las variables Z

posi = 1; % Indicador de posicion

for i = 1:m,

for j = 1:n,

if ~nulls(i,j),

Fzz (posi,posi) = 1/Z(i,j);

end

posi = posi + 1; % Actualizacion de la posicion

end

end

% Hessiano de las restricciones suma-fila con respecto a las variables Z

% es nulo
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% Hessiano de las restricciones suma-columna con respecto a las variables Z

% es nulo

% Hessiano de las restricciones que fijan los valores de las variables Z

% con respecto a las variables Z es nulo

% Hessiano del Lagrangiano con respecto a las variables Z y a los datos Theta

Fztheta = sparse(zeros(nd,p));

% Hessiano de la funcion objetivo con respecto a las variables Z y a los

% datos Theta

% Derivadas con respecto a los pesos

posi = 1; % Indicador de posicion

for i = 1:m,

for j = 1:n,

if ~nulls(i,j),

Fztheta (posi,posi) = 1/w(i,j);

end

posi = posi + 1; % Actualizacion de la posicion

end

end

% Derivadas con respecto a los datos de transacciones iniciales

posi = 1; for i = 1:m,

for j = 1:n,

if ~nulls(i,j),

Fztheta (posi,nd+posi) = -1/Anat(i,j);

end

posi = posi + 1; % Actualizacion de la posicion

end

end

% Hessiano de las restricciones suma-fila con respecto a las variables Z y

% Theta es nulo

% Hessiano de las restricciones suma-columna con respecto a las variables Z y

% Theta es nulo

% Hessiano de las restricciones que fijan los valores de las variables Z

% con respecto a las variables Z y Theta es nulo

% Jacobiano de las restricciones suma fila con respecto a las variables Z

Hz = sparse(zeros(nrc,nd));

posi = 1; % Indicador de fila

posj = 0; % Indicador de columna

for i = 1:m,

if abs(lambda(i)) > toler,

Hz (posi,posj+1:posj+n) = 1;

posi = posi + 1; % Actualizacion del indicador de fila

end

posj = posj + n; % Actualizacion del indicador de columna

end

% Jacobiano de las restricciones suma fila con respecto a los datos Theta
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Htheta = sparse(zeros(nrc,p));

% Derivadas con respecto a los pesos nulas

% Derivadas con respecto a las transacciones iniciales nulas

% Derivadas con respecto a las sumas por filas

posi = 1; % Indice de posicion de la fila

posj = 2*nd+1; % Indice de posicion de la columna

for i = 1:m,

if abs(lambda(i)) > toler,

Htheta (posi,posj) = -1;

posi = posi + 1; % Actualizacion del indice de fila

posj = posj + 1; % Actualizacion del indice de columna

end

end

% Derivadas con respecto a las sumas por columnas nulas

% Jacobiano de las restricciones suma columna con respecto a las variables Z

Gz = sparse(zeros(ncc,nd));

posi = 1; % Indice de posicion de la fila

aux = sparse(zeros(ncc,n)); for i = 1:n,

if abs(mu(i)) > toler,

aux (posi,i) = 1;

posi = posi + 1; % Actualizacion de la posicion de la fila

end

end

posj = 0; % Indice de posicion

for j = 1:n,

Gz (:,posj+1:posj+n) = aux;

posj = posj + n; % Actualizacion del indice de posicion

end

% Jacobiano de las restricciones suma columna con respecto a los datos Theta

Gtheta = sparse(zeros(ncc,p));

% Derivadas con respecto a los pesos nulas

% Derivadas con respecto a las transacciones iniciales nulas

% Derivadas con respecto a las sumas por filas nulas

% Derivadas con respecto a las sumas por columnas

posi = 1; % Indice de posicion de la fila

posj = 2*nd+nrc+1; % Indice de posicion de la columna

for i = 1:n,

if abs(mu(i)) > toler,

Gtheta (posi,posj) = -1;

posi = posi + 1; % Actualizacion de la posicion de la fila

posj = posj + 1; % Actualizacion de la posicion de la columna

end

end
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% Jacobiano de las restricciones que fijan los elementos con respecto

% a las variables Z

nnzeros = nnz(nulls); Tz = sparse(zeros(nnzeros,nd));

posi = 1; % Posicion de la fila

posj = 1; % Posicion de la columna

for i = 1:m,

for j = 1:n,

if nulls(i,j),

Tz (posi,posj) = 1;

posi = posi + 1; % Actualizacion de la posicion de la fila

end

posj = posj + 1; % Actualizacion de la posicion de la columna

end

end

% Jacobiano de las restricciones que fijan los elementos con respecto

% a los datos Theta

Ttheta = sparse(zeros(nnzeros,p));

% Derivadas con respecto a los pesos nulas

% Derivadas con respecto a las transacciones iniciales

Ttheta(:,nd+1:2*nd) = -Tz;

% Derivadas con respecto a las sumas por filas nulas

% Derivadas con respecto a las sumas por columnas

% Matriz de coeficientes

AZ = sparse(zeros(nd+nrc+ncc+nnzeros));

AZ(1:nd,1:nd) = Fzz; AZ(nd+1:nd+nrc,1:nd) = Hz;

AZ(nd+nrc+1:nd+nrc+ncc,1:nd) = Gz;

AZ(nd+nrc+ncc+1:nd+nrc+ncc+nnzeros,1:nd) = Tz;

% Symmetric part

AZ(1:nd,nd+1:end) = AZ(nd+1:end,1:nd)’;

% Terminos independientes de la matriz de sensibilidad

ATheta = sparse(zeros(nd+nrc+ncc+nnzeros,p));

ATheta(1:nd,:) = Fztheta; ATheta(nd+1:nd+nrc,:) = Htheta;

ATheta(nd+nrc+1:nd+nrc+ncc,:) = Gtheta; ATheta(nd+nrc+ncc+1:end,:)

= Ttheta;

% Solucion del sistema

solZ = -inv(AZ)*ATheta; solJ = (Ftheta + Fz*solZ(1:nd,:))’;

Análogamente a lo que ocurŕıa con las variables duales, que difeŕıa su valor en función de qué restric-
ción en (4.7)-(4.8) se eliminara, las derivadas de las variables primales z con respecto a u y v dependen
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de que restricción se elimine, pero puede obtenerse un valor constante mediante las expresiones:

∂zij

∂uk
+
∂zij

∂vl
= cte.; ∀i, j, k, l = 1, . . . ,m, & (k, l) /∈ Ω0

∂zij

∂uk
+
∂zij

∂vl
+
∂zij

∂zo
kl

= cte.; ∀i, j, k, l = 1, . . . ,m, & (k, l) ∈ Ω0

(4.70)

que es análoga a la expresión (4.44). Y que se interpreta como la sensibilidad del valor óptimo de la
variable zij cuando el parámetro uk aumenta en una unidad que es absorbida por un aumento de otra
unidad por el parámetro vl, siempre y cuando el elemento de la matriz inicial zo

kl sea distinto de cero,
porque si es cero no se puede modificar y la derivada no existe.

A continuación se describe el código matlab para el cálculo de las sensibilidades dadas por las

ecuaciones (4.44) y (4.70):

%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*

%%%* Almacenamiento de la matriz de sensibilidades para la funcion *%%%*

%%%* objetivo y para el valor optimo Z *%%%*

%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*

sensJ = zeros(m); for i = 1:m,

for j = 1:m,

if abs(lambda(i)) > toler && abs(mu(j)) > toler,

colamb = nnz(lambda(1:i));

colmu = nnz(mu(1:j));

if abs(kappa(i,j)) > toler

sensJ(i,j) = solJ(2*nd+colamb)+solJ(2*nd+nrc+colmu)...

+solJ(nd+(i-1)*m+j);

else

sensJ(i,j) = solJ(2*nd+colamb)+solJ(2*nd+nrc+colmu);

end

else if abs(lambda(i)) > toler && abs(mu(j)) <= toler,

colamb = nnz(lambda(1:i));

if abs(kappa(i,j)) > toler,

sensJ(i,j) = solJ(2*nd+colamb)+solJ(nd+(i-1)*m+j);

else

sensJ(i,j) = solJ(2*nd+colamb);

end

else if abs(lambda(i)) <= toler && abs(mu(j)) > toler,

colmu = nnz(mu(1:j));

if abs(kappa(i,j)) > toler,

sensJ(i,j) = solJ(2*nd+nrc+colmu)...

+solJ(nd+(i-1)*m+j);

else

sensJ(i,j) = solJ(2*nd+nrc+colmu);

end

else

if abs(kappa(i,j)) > toler,

sensJ(i,j) = solJ(nd+(i-1)*m+j);

else

sensJ(i,j) = 0;

end

end

end
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end

end

end

sensZ = zeros(m,m,m^2);

for k = 1:m^2,

for i = 1:m,

for j = 1:m,

if abs(lambda(i)) > toler && abs(mu(j)) > toler,

colamb = nnz(lambda(1:i));

colmu = nnz(mu(1:j));

if abs(kappa(i,j)) > toler

sensZ(i,j,k) = solZ(k,2*nd+colamb)+solZ(k,2*nd+nrc+colmu)...

+solZ(k,nd+(i-1)*m+j);

else

sensZ(i,j,k) = solZ(k,2*nd+colamb)+solZ(k,2*nd+nrc+colmu);

end

else if abs(lambda(i)) > toler && abs(mu(j)) <= toler,

colamb = nnz(lambda(1:i));

if abs(kappa(i,j)) > toler,

sensZ(i,j,k) = solZ(k,2*nd+colamb)+solZ(k,nd+(i-1)*m+j);

else

sensZ(i,j,k) = solZ(k,2*nd+colamb);

end

else if abs(lambda(i)) <= toler && abs(mu(j)) > toler,

colmu = nnz(mu(1:j));

if abs(kappa(i,j)) > toler,

sensZ(i,j,k) = solZ(k,2*nd+nrc+colmu)...

+solZ(k,nd+(i-1)*m+j);

else

sensZ(i,j,k) = solZ(k,2*nd+nrc+colmu);

end

else

if abs(kappa(i,j)) > toler,

sensZ(i,j,k) = solZ(k,nd+(i-1)*m+j);

else

sensZ(i,j,k) = 0;

end

end

end

end

end

end

end

Comentario 4.6 Nótese que en la expresión (4.70) se ha utilizado la suma de las sensibilidades que
dependen de uk y vl porque sólo existen derivadas direccionales.

Otro resultado relevante hace referencia a las sensibilidades de las variables duales con respecto a
los parámetros θ. Nótese que análogamente a lo que ocurŕıa en la expresión (4.70), y dado que lo que
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es constante es la suma de las variables duales λi + µj + κij ; ∀(i, j), evaluaremos las derivadas de esta
suma con respecto a los parámetros empleando la siguiente expresión:

∂(λi + µj + κij)

∂θ
=

∂λi

∂θ
+
∂µj

∂θ
+
∂κij

∂θ
; ∀(i, j). (4.71)

El siguiente código calcula esas sensibilidades y la de la suma de las variables duales con respecto

a cambios en u y v simultáneamente:

%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*

%%%**%%%* Almacenamiento de la matriz de sensibilidades *%%%**%%%*

%%%**%%%* para las variables duales *%%%**%%%*

%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*%%%*

sensdual = sparse(zeros(nd,p));

rowkap = 1; for i = 1:m,

for j = 1:m,

if abs(lambda(i)) > toler,

rowlamb = nnz(lambda(1:i));

sensdual((i-1)*m+j,:) = sensdual((i-1)*m+j,:)+solZ(nd+rowlamb,:);

end

if abs(mu(j)) > toler,

rowmu = nnz(mu(1:j));

sensdual((i-1)*m+j,:) = sensdual((i-1)*m+j,:)+solZ(nd+nrc+rowmu,:);

end

if nulls(i,j),

sensdual((i-1)*m+j,:) = sensdual((i-1)*m+j,:)...

+solZ(nd+nrc+ncc+rowkap,:);

rowkap = rowkap+1;

end

end

end

sensdualuv = zeros(m,m,nd);

for k = 1:nd,

for i = 1:m,

for j = 1:m,

if abs(lambda(i)) > toler && abs(mu(j)) > toler,

colamb = nnz(lambda(1:i));

colmu = nnz(mu(1:j));

if abs(kappa(i,j)) > toler

sensdualuv(i,j,k) = sensdual(k,2*nd+colamb)...

+sensdual(k,2*nd+nrc+colmu)...

+sensdual(k,nd+(i-1)*m+j);

else

sensdualuv(i,j,k) = sensdual(k,2*nd+colamb)...

+sensdual(k,2*nd+nrc+colmu);

end

else if abs(lambda(i)) > toler && abs(mu(j)) <= toler,

colamb = nnz(lambda(1:i));

if abs(kappa(i,j)) > toler,
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sensdualuv(i,j,k) = sensdual(k,2*nd+colamb)...

+sensdual(k,nd+(i-1)*m+j);

else

sensdualuv(i,j,k) = sensdual(k,2*nd+colamb);

end

else if abs(lambda(i)) <= toler && abs(mu(j)) > toler,

colmu = nnz(mu(1:j));

if abs(kappa(i,j)) > toler,

sensdualuv(i,j,k) = sensdual(k,2*nd+nrc+colmu)...

+sensdual(k,nd+(i-1)*m+j);

else

sensdualuv(i,j,k) = sensdual(k,2*nd+nrc+colmu);

end

else

if abs(kappa(i,j)) > toler,

sensdualuv(i,j,k) = sensdual(k,nd+(i-1)*m+j);

else

sensdualuv(i,j,k) = 0;

end

end

end

end

end

end

end

4.7. Ejemplo

Para mostrar de forma sencilla la eficiencia y aplicabilidad del análisis de sensibilidad propuesto
se procede a resolver el caso de la actualización de las Tablas Input-Output de Castilla–La Mancha
de 1995 en el que se consideran sólo tres sectores económicos y sus correspondientes transacciones
intra-regionales conocidas en un periodo de diez años. En la Tabla 4.1 se muestran los valores de esas
transacciones aśı como la suma por filas y columnas de las mismas, y la suma total.

Agricultura-ganadeŕıa Industria-construcción Servicios

Agricultura-ganadeŕıa 125332 602935 40472 768739
Industria-construcción 475509 2379888 836676 3692073
Servicios 303777 1239772 2593323 4136872

904618 4222595 3470471 8597684

Tabla 4.1: Valores iniciales de las transacciones intersectoriales (zo), aśı como la suma
por filas y por columnas de las mismas.

Resolviendo el problema primal y dual empleando los Algoritmos 4.1 y 4.2, respectivamente, se
obtiene la solución mostrada en la Tabla 4.2, es decir, la Matriz de Demanda Intermedia con Origen
Interior de Castilla–La Mancha para 2005 en la que también aparecen las sumas por filas y columnas
de esa matriz. En la siguiente Tabla, la 4.3, se muestran las variaciones porcentuales de los distintos
intercambios aśı como sus sumas por filas columnas y total, respectivamente.

Nótese que los mayores crecimientos van asociados a las transacciones entre los sectores “industria
y construcción” y “servicios”. Es importante recalcar que la variable dual asociada a la restricción que
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fija la suma de la primera columna de la matriz de transacciones finales vale 0, tal y cómo se muestra
en la solución particular dada en (4.39).

Agricultura-ganadeŕıa Industria-construcción Servicios λ

Agricultura-ganadeŕıa 107445 887953 62348 −0,8460 1057746
Industria-construcción 565818 4864845 1789041 −1,1739 7219704
Servicios 337650 2367270 5179801 −1,1057 7884720
µ 0 −0,5411 −0,5861

1010913 8120067 7031190 16691930

Tabla 4.2: Solución primal y dual del problema RAS, aśı como suma por filas y por
columnas de la matriz solución.

Agricultura-ganadeŕıa Industria-construcción Servicios

Agricultura-ganadeŕıa -14.3 47.3 54.1 37.6
Industria-construcción 19.0 104.4 113.8 95.5
Servicios 11.2 90.9 99.7 90.6

11.8 92.3 102.6 88.0

Tabla 4.3: Variación porcentual (%) de las transacciones entre distintos sectores, aśı co-
mo para las sumas por filas y por columnas, y la suma total.

En la Tabla 4.4 se muestran las sensibilidades de la distancia entre las matrices de 1995 y 2005
de Castilla–La Mancha con respecto a los cambios en las producciones y compras totales para 2005
en Castilla–La Mancha. Aśı por ejemplo, cuando aumentamos en 1 euro la suma de lo que vende
“industria y construcción” a todos los demás sectores (u1 = u1 + 1), si esto se traduce en un aumento
de las compras en sector servicios de 1 euro (v3 = v3 + 1), el aumento de la función objetivo es de 1.76
euros∗ (euros ponderados que se corresponden con la función objetivo). En cierta manera, este valor
nos indica el desarrollo económico con el aumento de los sectores, de forma que se puede averiguar cuál
es la estrategia más conveniente para aumentar lo máximo posible el desarrollo económico de la región.

∂f
∂u

+ ∂f
∂v

Agricultura-ganadeŕıa Industria-construcción Servicios

Agricultura-ganadeŕıa 0.8460 1.3871 1.4321
Industria-construcción 1.1739 1.7150 1.7600
Servicios 1.1057 1.6468 1.6918

Tabla 4.4: Derivadas de la función objetivo con respecto a las variaciones de u y v.

Análogamente en la Figura 4.4 se muestran las derivadas de los valores óptimos de los intercambios
inter-sectoriales de 2005 cuando se modifican simultáneamente los valores de las compras y ventas
totales en 2005. Nótese que los valores de las sensibilidades son diagonalmente dominantes en el sentido
que para una transacción dada zij el mayor aumento de su valor óptimo se da cuando aumentan las
ventas del sector económico i-ésimo a todos los demás ui = ui + 1, y esto se traduce en un aumento de
lo que compra el sector j-ésimo a todos los demás vj = vj + 1. Es interesante recalcar que por ejemplo,
en el caso del intercambio entre “agricultura y ganadeŕıa” y “servicios” (z13) el máximo aumento es
menor que 0,08 euros para todas las combinaciones entre las compras y ventas totales en 2005, valores
mucho menores que para los demás intercambios y que muestran el poco crecimiento de este término con
respecto a los cambios en dichas compras y ventas totales. Un aspecto importante de estas sensibilidades
es que si sumamos los valores de todas las gráficas el resultado será una matriz unitaria de forma que:

m
∑

i=1

m
∑

j=1

(

∂zij

∂uk
+
∂zij

∂vl

)

= 1; ∀k = 1, . . . , n; l = 1, . . . , n. (4.72)
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Figura 4.4: Valores de las sensibilidades de los valores óptimos de los elementos de la
matriz de transacciones finales z con respecto a los cambios con respecto a u y v.

Esta expresión implica que un aumento de 1 euro en las ventas del sector económico k-ésimo a
todos los demás uk = uk + 1, que se traducen en un aumento de lo que compra el sector l-ésimo a
todos los demás vl = vl + 1, provocan que ese euro de aumento de la economı́a se diatribuya entre los
intercambios inter-sectoriales. Por ejemplo, si aumentamos 1 euro lo que vende “agricultura-ganadeŕıa”
a los demás sectores (u1 = u1 + 1), y esto se traduce en ventas del sector “agricultura-ganadeŕıa” a
los demás (v1 = v1 + 1), el mayor crecimiento se compra venta se da entre “industria-construcción” y
“agricultura-ganadeŕıa”, debido al mayor valor de la abscisa (1, 1) en la gráfica correspondiente a Z21

con respecto a las demás gráficas. Con esta información se puede saber cuál es la mejor estrategia para
conseguir el mayor aumento posible de un determinado valor de las transacciones, y cómo este cambio
afecta las demás transacciones.

Por último en la Tabla 4.5 se muestran las sensibilidades de los valores óptimos de las transacciones
con respecto a los pesos. Como puede apreciarse la matriz es diagonalmente dominante en valor absoluto,
que implica que el aumento de uno de los pesos en las transacciones implica la mayor reducción en la
transacción correspondiente. Estos valores pueden modificarse para cambiar la inercia de las evoluciones
de las transacciones inter-sectoriales que se ven más favorecidas por los mejoras en las infraestructuras
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del transporte.

∂wij

∂wkl
w11 w12 w13 w21 w22 w23 w31 w32 w33

z11 −86305 80039 6266 54145 −53130 −1015 32160 −26910 −5250

z12 80039−131365 51325 −51818 75629 −23812 −28222 55735 −27514

z13 6266 51325−57591 −2327 −22500 24827 −3938 −28826 32764

z21 54145 −51818 −2327−231205 141529 89676 177060 −89711 −87350

z22 −53130 75630 −22500 141529 −828060 686532 −88400 752431 −664032

z23 −1015 −23812 24827 89676 686532−776207,7 −88661 −662720 751381

z31 32160 −28222 −3938 177060 −88399 −88661,0−209220 116621 92599

z32 −26910 55735 −28826 −89711 752431 −662719,9 116621−808166 691545

z33 −5250 −27514 32764 −87349−664031,9 751380,9 92600 691545−784145

Tabla 4.5: Derivadas de los valores óptimos de las variables primales z con respecto a
los pesos.

La información que nos proporciona es realmente útil y, por ejemplo, nos indica que un aumento de
1 unidad en el peso asociado a lo que “industria-construcción” se compra a śı mismo (w22) se traduce
en una disminución de las transacciones intra-sectoriales “industria-construcción” (z22) de −828060
euros y “servicios” (z33) de −664031,9 euros, respectivamente, y un aumento de las transacciones
inter-sectoriales (z23) de 686532 euros y (z32) de 752431 euros.
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